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Vorwort. 



Die vorliegende Abiheilung der Statik der Baukonstruktionen 
beschäftigt sich mit einer der wichtigsten Anwendungen der Elasti- 
citätslehre; sie stellt sich die Aufgabe, die Formänderungen ebener 
Fachwerke und die Theorie des statisch unbestinmiten ebenen Fach- 
werks möglichst vollständig darzustellen. 

Den Ausgangspimkt bildet hierbei das Gesetz der virtuellen Ver- 
rückungen und der aus diesem gefolgerte Maxwellsche Satz von der 
Gegenseitigkeit der elastischen Formänderungen, eine analytische 
Grundlage, die auf den ersten BUck für ein Lehrbuch der graphi- 
schen Statik nicht recht geeignet erscheint — Wer sich aber auf das 
Gebiet der Elasticitätslehre begiebt, ist immer gezwungen, gewisse 
Vorarbeiten durch Rechnimg zu erledigen, und angesichts dieser Sach- 
lage liesse es sich kaum rechtfertigen, ein so vortreflSüches Rüstzeug 
wie die neuere analytische Theorie beiseite zu legen und durch um- 
ständhchere Hilfemittel zu ersetzen. Dem zeichnerischen Verfehren 
bleibt immer noch ein weites Feld : die Auftragung der Verschiebungs- 
pläne und die Benutzung dieser Liniengebilde zur Herleitung der 
Einflusslinien und Einflusszahlen, welche auf alle bei der Unter- 
suchung eines gegebenen Fachwerks zu stellenden Fragen die bün- 
digste Antwort geben. 

Unser Buch ist folgendermassen gegUedert 

In der Einleitung werden die Grundgesetze der neueren analy- 
tischen Theorie unter der Voraussetzung hergeleitet, dass für den 
Baustoff eine Proportionalitätsgrenze besteht und die Beanspnichung 
innerhalb dieser Grenze liegt, eine Annahme, welche bei den hier 
ausschliesslich in Betracht kommenden Trägem aus Schweisseisen, 
Flusseisen und Stahl zulässig ist*) Der Verfasser hat sich hierbei 



*) Hinsichtlich der Eiffenschaften flusseiserner Träger verweisen wir auf 
das kürzlich erschienene ifl. Heft der Zeitschrift des Österreich. Architekten- 
und Ingenieur -Vereins (1891), enthaltend den Bericht des Brückenmaterial- 
Comit^ über die Verwendung des Flusseisens zu Brückenbaukonstruktionen 
und die fachwissenschaftlichen Erörterungen zu diesem Berichte seitens des 
Herrn Prof. Brik. Auch machen wir an dieser Stelle auf das ausgezeichnete 
Werk von Bach „Lehre von der Elasticität und Festigkeit, Berlin 1889" auf- 
merksam, welches zur Zeit der (bereits 1888 erfolgten) Drucklegung der ersten 
Hälfte unseres Buches noch nicht erschienen war. Zu den wichtigsten Ergeb- 
nissen der Versuche Bachs gehört die Feststellung, dass für Gusseisen eine 
Proportionalitätsgrenze nicht besteht. — Mit der Behandlung von Fällen, in 
denen die Voraussetzung von den Spannungen proportionalen Formänderungen 
nicht statthaft ist, werden wir uns in der zweiten Abtheilung dieses Bandes 
beschäftigen. 
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YI Vorwort. 

möglichster Kürze befleissigt, hoflft aber, die Schwierigkeiten, welche 
diese allgemeinen Lehren dem Anfänger zu bieten pflegen, durch 
Einflechtimg von leicht zu überschauenden SondertäJIen gehoben zu 
haben. 

Der I. Abschnitt leint in den §§ 1 — 4 die verschiedenen Dar- 
stellungsweisen der Knotenpunktsverschiebungen ebener Fachwerke 
und zwar in erster Linie die zeichnerischen Verfahren, nebenbei aber 
auch den in vielen Fällen einfacheren rechnerischen Weg. Dieser 
wichtigste Theil des Buches ist 'besonders aiisfiihrUch behandelt 
worden; es wurden nicht nur die landläufigen Fälle untersucht, son- 
dern auch schwierigere Aufgaben mit Zuhilfenahme der Kinematik 
gelöst § 6 enthält sodann als Fortsetzung der Einleitung eine 
Reihe von Aufgaben über das statisch unbestimmte Fachwerk, und 
zeigt, dass sich die Ermittelung der statisch nicht bestimmbaren 
Grössen stets mit Hilfe von einfachen Verschiebungsplänen durch- 
führen lässt und dass der vorgetragene Lehrstoff selbst bei Behand- 
limg schwierigerer Fälle nicht im Stiche lässt Den Schluss des 
L Abschnitts bildet ein Nachtrag zur Lehre vom statisch bestimmten 
Fachwerk; es wird das Gesetz der virtuellen Verrückungen in Ver- 
bindung mit der Darstellung der Formänderungen zur Ermittelimg 
der StabkräAe und Auflagerwiderstände benutzt. 

Damit ist die Theorie des ebenen Fachwerks abgeschlossen. Der 
II. Abschnitt enthält ledigUch Anwendungen; es werden die wichtig- 
sten statisch unbestünmten Träger ausführUcher betrachtet, zuerst 
der Zweigelenkbogen , sodann die versteiften Stabbögen, der beider- 
seits eingespannte Bogen und der diu~chgehende Balken. Alle diese 
Untersuchungen erfolgen im Anschluss an die allgemeine Theorie, 
ein Verfahren, welches der Verfasser in seinen Vorträgen an der 
hiesigen technischen Hochschule als vortheilhaft erkannt hat und 
welches die Bewältigung dieses wichtigen Lehrstofis ohne grossen 
Zeitaufwand gestattet. Der Lernende hat in der That nur nöihig, 
ein einziges Beispiel sorgfältig durchzuarbeiten, um sich volle Sicher- 
heit auf dem ganzen Gebiete zu erwerben. Dass diese auf die 
Beherrschung der allgemeinen Gesetze hinzielende Vortragsweise 
seitens des Studirenden anfangs etwas mehr geistige Anstrengung 
verlangt als die Beschränkung auf die einfachsten Sonderfälle, von 
denen jeder von Grund aus entwickelt wird, ist selbstverständUch. 
Dafür bietet sie aber auch mehr als eine Gebrauchsanweisung für 
die Behandlung leichter Aufgaben. 

Berlin im September 1891. 

H. HfiUer- Breslau. 
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S6ite*l52 In Fig. 88^ ist versehentlich Stab 11 als Zagstab statt als Drackstab 
behandelt worden. 

,J^109 Fig. 910 lies — |JL6 statt fXe. 

,/147 Fig. 189 u. 140 lies Sa und Sh statt S' und Ä". 

„•^157 Zeile 18 v. u. lies Xbt statt Xh. 
,»^178 „ 15 V. 0. lies sinvl»m statt 8in9m. 

„*^04 Fig. 200. An der Geraden LiL^ fehlt die Bezeichnung IL 
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Einleitung. 

Grundgesetze der Theorie der elastischen 

Träger. 

A. Das Fachwerk. 

a. Voniutteteuwgen und ErMlfuwge«. ElarticitttibadiwgMnflen. Gesetz von der 
Ziieammenzahlung der einzelnen Wirkungen. 

L — Wird ein ans elastischen Stäben gebildetes nnd anf elasti- 
schen Stützen ruhendes Fachwerk der Einwirkung von äusseren Kräften 
und Temperatnränderungen ausgesetzt, so erfährt dasselbe vor Ein- 
tritt des Gleichgewichts, dessen schliessliches Zustandekommen voraus- 
gesetzt werden möge, im Allgemeinen eine Formveränderung. Die 
Verschiebungen, welche die Knotenpunkte dabei erfahren, bezeichnet man 
als elastische, sobald dieselben nur eine Folge der Dehnbarkeit der Stäbe 
und der Elasticität der Widerlager sind. Sie werden dann meietens so 
klein sein, dass es zulässig ist, sie als verschwindende Grössen za be- 
handeln und bei Au&tellung der Gleichgewichtsbedingungen sämmtliche 
Kräfte in denjenigen Lagen zu denken, welche sie im Falle etarrer 
Stäbe und Stützen einnehmen würden. 

Die folgenden Untersuchungen sind an die Annahme ganz allmäh- 
lich wachsender Kräfte gebunden, setzen also voraus, dass der Gleich- 
gewichtszustand eintritt, ohne dass Schwingungen entstehen. Sie be- 
schäftigen sich mit ebenen und räumlichen Fachwerken, beschränken sich 
aber auf den Fall sehr kleiner und nur elastischer Formänderungen. 
Ihr erstes Ziel ist die Herleitung von allgemeinen Beziehungen zwischen 
den Aenderungen der Stablängen und den durch dieselben hervorgerufe- 
nen Verschiebungen der Knotenpunkte — Beziehungen, die nicht allein 
die Bestimmung der Gestalt des verschobenen Fachwerks möglich machen, 
sondern auch die Grundlage für die Ermittelung der Spannkräfte und 
Stützenwiderstände derjenigen statisch unbestimmten Fachwerke bilden 
werden, welche sich durch Beseitigung von Stäben oder Auflagerbe- 
dingungen in statisch bestimmte und ausschliesslich elastischen Form- 
änderungen unterworfene Stabgebilde verwandeln lassen. 

MÜUer-Bre.lau. Omphlwhe Statik, n. DigSzed byGoOgle 



2 Einleitung. 

2. — Es wird zunächst angenommen, dass die äusseren Kräfte 
nur in den Knotenpunkten angreifen, mithin sämmtliche Stäbe aus- 
schliesslich auf Zug oder auf Druck beansprucht werden. Die Gewichte 
der Stäbe sind hierbei auf die Knotenpunkte vertheilt zu denken (vergl. 
Band I, § 28). Alle gegebenen äusseren Kräfte werden Lasten genannt, 
zur Unterscheidung derselben von den an den Auflagern hervorgerufenen 
Widerständen. Eine Last werden wir allgemein mit P bezeichnen, hin- 
gegen den Buchstaben Q anwenden, wenn es dahingestellt sein soll, ob 
die damit gemeinte äussere Kraft eine Last oder ein Stützenwiderstand 
ist. Vor Einwirkung der äusseren Kräfte und der Temperaturände- 
rungen seien sämmtliche Stäbe spannungslos. Es bedeute 

5 die Spannkraft in irgend einem Stabe, 
s die anfängliche Länge dieses Stabes, 

As die Strecke, um welche s zunimmt (sie ist negativ, sobald sich 

der Stab verkürzt), 

^s 

das Verlängerungsverhältnis des Stabes, 

F den Querschnitt des prismatisch vorausgesetzten Stabes, 
E die für alle Punkte des Stabes gleich gross angenommene Elasti- 
citätsziffer (auch Elasticitätsko6fficient oder Elasticitätsmodul ge- 
nannt), 
t die für alle Punkte des Stabes gleiche Temperaturerhöhung, 

6 das einer Temperaturerhöhung um 1° Gels, entsprechende Ver- 

längerungsverhältnis , 

S 
<: = — die im Stabe hervorgerufene Spannung — positiv , sobald 

der Stab gezogen wird. 
Das Verlängerungsverhältnis ist erfahrungsgemäss: 

As <y -4- tEt 

Schreibt man: — = -~ — » so erkennt man, dass die Tem- 

s E 

peraturerhöhung denselben Einfluss auf As besitzt, wie eine Zunahme 

der Spannung um ^Et, ein Gesetz, von dem wir später öfter Gebrauch 

machen wollen. Man darf im Mittel annehmen 

fViT Stabeisen: 6 = 0,000012 und 

^=2000000 klgr für das qcm = 20000000 Tonnen f. d. qm, 

für Stahl: & = 0,000011 und 

E= 2 150000* f. d. qcm = 21500000' f. d. qm, 

mithin für beide Stoffe rund: 

^E = 24* f. d. qcm = 240* f. d. qm. 
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Elastioitätsbedingung. 



für Gusseisen: E= 1 000000* f. d. qcm = 10000000' f. d. qm 
8 = 0,000011 ; eE= 11* f. d. qcm = 110' f. d. qm. 

3. — Ein räumliches Fachwerk sei auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem X, y, z bezogen, i und k seien irgend zwei durch einen Stab 
von der Länge ^<» verbundene Knotenpunkte. Die Koordinaten (Xi yi Zf), 
(xtf yk Zj) derselben mögen in Folge der Formänderung des Fachwerks 
um {tkXi ^yi ^Zi)f (Aa;^ \yjt tkZj) zunehmen. Dann bestehen die Glei- 
chungen: 
(2) 4r,»« = (a:^_a:,)» + (y^ — y,)2 + (5fj — 2:,)* und 

(8) (5,»+A*,0*=[(^*+Aa:,)— (a:,+ Arr,)]«+[(y,+ Ay,)- (y.+ Ay,)]^ 

+ [(^*+A^,) — (^,+ A^,)]« 
= [(^*-^0 + (A^*— Aa;,)]«+[(y*— y,) + (Ay,-Ay,)]» 

+ [(^*-^0+(A^*-A^,)]« 

und man erhält, wenn man (2) von (8) abzieht: 

(4) 2«,* A«,fc + A««,fc =2{xj, — Xi) (Aic* — Ax^ + (A^* — Aa^O* 

+ 2(y* — y,)(Ay* — AyO + (Ay*— Ay,)* 

+ 2(z^— z,) (^z^ — ^z,) + (^zj, — ^z,y. 

Werden nun die Werthe ^x, Ay, A0, A^ so klein vorausgesetzt, 
dass es zulässig ist, die kleinen Grössen zweiter Ordnung gegen die- 
jenigen der ersten Ordnung zu vernachlässigen, so geht (4) über in 

(5) 2stj, äSiu = 2 (a?i — Xi) (Arr* — Aa;<) + 2 (y* — y,) (Ay^ — Ay,) 

+ 2(^, — ^,)(A;^^ — A^,), 
d. i. in eine Gleichung, .welche man auch erhalten kann, indem man 
die Gleichung (2) differentiirt und das Differentialzeichen d durch das 
Zeichen A ersetzt; sie ist nur dann streng richtig, wenn die \x, Ay, 
^z, A9 unendlich klein sind. 

Bedeuten «<*, ß^*, y,* die Winkel, welche 
die Richtung des Stabes 84 u mit den Richtungen 
der Achsen x, y, z einschliesst, so ist: 
Xt — Xi = Sil, cos a,*; y^ — y^ = Sn, cos ß,* ; 

Zu — Zi=^ Sik cos Y<* 
(vergl. Fig. 1, welche sich auf ein ebenes Fach- 
werk bezieht) und es kann desshalb (5) um- 
geformt werden in 

(6) A«<fc = (Aa?i, — ^Xi) cos (Xa + (Ay* — Ay,) cos ß,* 

+ (A2f* — A^i) cos Y.*, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (1) in: 

Sih 9iu 
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(7) 



^ik^il 



+ e,* tik Sit, = (Air* — Ax.) cos a<* + (Ay» — Ay,) cos ß,* 

+ (A^fc — Aar.) cos Yu. 
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4 Einleitnng. 

Wir nennen die Gleichung (7) eine Elasticitätsbedingung. Ist die 
Anzahl der Fachwerkstäbe = r, so lassen sich r Elastioit&tsbedingnngen 
aufstellen. 
^ 4. — Die Au^be der Theorie des Fachwerks besteht in der Er- 
mittelung der Stützenwiderstftnde und Spannkräfte, sowie in der Auf- 
suchung der Gestalt des verschobenen Fachwerks. Der letztere Theil 
dieser Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, sobald die Seitenver- 
schiebungen ^x, Ay, Az sämmtlicher Knotenpunkte bekannt sind. 

Als gegeben wollen wir ausser den auf das Fachwerk wirkenden 
Lasten P und den Temperaturänderungen t vorläufig auch die Ver- 
schiebungen der Stützpunkte annehmen, denn diese können meistens 
nur geschätzt oder durch Beobachtung bestimmt werden ; sie lassen sich 
in den seltensten Fällen durch die auf die Widerlager wirkenden Kräfte 
und die Temperaturänderungen der Stützen ausdrücken, da wichtige 
Ursachen jener Verschiebungen, wie das Nachgeben des Baugrundes 
und die Formänderung der Mauerwerkkörper, bislang noch sehr wenig 
erforscht sind. 

Wir setzen zunächst voraus, dass an den Auflagerstellen keine Bei- 
bungswiderstände auftreten und unterscheiden dann drei Arten von 
Stützung: 

a) Der Stützpunkt w wird auf einer Fläche geführt. Der Stützen- 
widerstand wirkt rechtwinklig zu der in «^ an jene Fläche gelegten 
Berührungsebene; seine Richtung ist gegeben, seine Grösse wird ge- 
sucht. Bei ruhendem Widerlager ist die Verschiebung von to in der 
Richtung des Auflagerdruckes = ; im Gegenfalle möge dieselbe einen 
durch die Beobachtung gefundenen, gegebenen Werth annehmen. 

b) Der Stützpunkt w wird auf einer Linie geführt; er kann sich 
in der Richtung der in «^ an jene Linie gelegten Tangente frei be- 
wegen. Der in to angreifende Auflagerdruck liegt in der zur Tangente 
rechtwinkligen Ebene und muss durch Angabe zweier Seitenkräfte be- 
stimmt werden. Bei ruhendem Widerlager sind die in die Richtungen 
dieser Seitenkräfte &llenden Seitenverschiebungen des Punktes w gleich 
Null. Giebt das Widerlager nach, so mögen jene Verschiebungen ge- 
gebene, durch Beobachtung gefundene Werthe besitzen. 

c) Kann sich ein Stützpunkt w nach keiner Richtung hin frei be- 
wegen, so ist zur Bestimmung des an demselben angreifenden Wider- 
standes die Angabe von drei Seitenkräften erforderlich, und diesen 
Kräften stehen bei nachgebendem Widerlager drei beobachtete Seiten- 
verschiebungen gegenüber. 

Wie also die Stützung eines Punktes w immer beschaffen sein mag — 
stets ist die Anzahl der an dem Auflager auftretenden unbekannten 
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Anzahl der Bedingungen. 5 

äusseren Kräfte ebenso gross wie die Anzahl der gegebenen Seitenver- 
schiebnngen, welche letztere die Auflagerhedingungen genannt werden 
sollen. 

Die Anzahl der Knotenpunkte sei = k^ diejenige der Stäbe = n 
Für jeden Knotenpunkt lassen sich drei GlekhgewichU^bedingungen auf- 
stellen. Bedeuten nämlich Q^^, Q^^y Q,^^ die den Achsen Xj y, z pa- 
rallelen Seitenkräfte der in irgend einem Knotenpunkte m angreifenden 
äusseren Kraft Q^^ ferner S^, S^, , , . S, die Spannkräfte in den von m 



ausgehenden Stäben 
die Neigungswinkel 


und «1, Og, . . . 0,, ßi, ßa, . . . ßp, Yi, Tg, . . . T, 
der Stabachsen gegen die Achsen a:, y, 2?, so 


muss sein: 


Q^^ + 2 iS cos a = 

1 


(8) 


1 




^ 1 



Im Ganzen stehen beim räumlichen Fachwerk zur Verfügung: 
: \:) iHr Qleichgewichtsbedingungeit, idii^ vv\ i ^^ vv^J, .• . . L 
'vv^ r Elasticitätsbedingungen von der Art der Gleichung (7), v " 
2, a Auflagerbedingungen, v..:'.v,i ^.L ■ . a ^ -. \ 1 vi^; 

und diese Gleichungen enthalten als unbekannte: ^ V^^ . 

r Spannkräfte S, 

a nach bestimmten Richtungen wirkende Stützenwiderstände, 
ih Seitenverschiebungen ^x, Ay, ^z von k Knotenpunkten. 
(Beim ebenen Fachwerk tritt 2A; an die Stelle von Bk). 

Die Anzahl der unbekannten ist also ebenso gross wie die Anzahl 
der Gleichungen. Letztere sind durchweg vom ersten Grade; sie lassen 
sich eindeutig auflösen, sobald ihre Nennerdeterminante einen von Null 
verschiedenen Werth besitzt — was hier vorausgesetzt werden soll. Eine 
nähere Untersuchung dieser Nennerdeterminante ist überflüssig, weil später 
I ein anderer, viel einfacherer Weg zur Lösung der gestellten Aufgabe 
j eingeschlagen und aus der vorstehenden Untersuchung nur gefolgert 
werden soll, 

dass sich die Spannkräfte S, femer die nach bestimmten Rich- 
tungen mrkenden Stützenwiderstände JJ und die Seitenverschie- 
bungen ^x, ^y, ÖLZ darstellen lassen als lineare Funktionen der 
den Koordinatenachsen parallelen Seitenkräfte P^, P^, P3 . . . 
der Lasten, der Aenderungen t^, t^, t^ . , , der anfänglichen 
Stabtemperaturen und der nach bestimmten Eichtungen erfolgen- 
den Verschiebungen h^^, 8^, 8«^; . • . der Stutzpunkte w. 
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Für jede der zu suchenden Unbekannten, die wir allgemein mit 
Z bezeichnen wollen, ergiebt sich hiernach ein Ausdruck von der Form : 
(9) Z=xi Pi +x, Pg +X3 P3 + . . . 

+ H-i <i + t^ «2 + 1^ ^s H 

+ Vi Kx + Vj 8«8 + v, S«.,, + • • • . 
wobei X, [JL, V Werthe sind, welche von den Abmessungen und Rich- 
tungen der Stäbe, den Werthen E und e, den Koordinaten x^ y^ z der 
Knotenpunkte und von der Art der Stützung des Fachwerks abhängen, 
nicht aber von den Grössen P, ^, 5«. 

Ist insbesondere die Anzahl der Stäbe und der Auflagerkräfte zu- 
sammen = 8A; für das räumliche und = 2A; für das ebene Fachwerk, 
und besitzt die Nennerdeterminante der Gleichgewichtsbedingungen einen 
von Null verschiedenen Werth, so ist es möglich, sämmÜiche S und C 
mit Hilfe dieser Gleichungen (oder mittels anderer bequemerer Ver- 
fahren, die für das ebene Fachwerk im ersten Bande mitgetheilt worden 
sind und für das räumliche im dritten Bande folgen werden) als lineare 
Funktionen der Lasten P darzustellen; sie sind dann unabhängig von 
den t und &^, und das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes. 

5. — Wird ein Fachwerk durch bestimmte Lasten P beansprucht, 
bestimmten Temperaturänderungen unterworfen, und erleiden die Stütz- 
punkte bestimmte Verschiebungen, so sagen wir: das Fachwerk wird 
van bestimmten Ursachen P, t, h„ angegriffen, und sprechen dann kurz 
von einer bestimmten Angriffsweise des Faehwerks, 

Erfolgt die Stützung stets in denselben 
Punkten und in jedem dieser Punkte immer 
auf dieselbe Art, so nennen wir das Fach- 
werk ein solches von unveränderlicher Statz- 
ungsart. 

Beispiele für veränderliche Stützungsart bieten 
die Figuren 2 bis 4. An dem in Fig. 2 abge- 
bildeten Auflager eines ebenen Fachwerks wirken 
einer Verschiebung des Stützpunktes in der Rich- 
tung des Pfeiles 1 zwei Widerstände V und H 
entgegen, einer Verschiebung in der Richtung 2 
nur ein Widerstand F, einer solchen in der Rich- 
tung 8 nur ein Widerstand J7, während 
sich der Punkt w in der Richtung 4 frei 
bewegen kann. 

Der Fachwerkbalken in Fig. 8 wird 
bei geringer Belastung der Aussenfelder 
nur in zwei Punkten gestützt und ist dann 
statisch bestimmt. In Folge kleiner Sen- 
kungen der Enden kann er in einen auf vier Stützen ruhenden, mitbin zwei- 
fach statisch unbestimmten Balken Übergehen. 




Flg. 2. 



r/Vi^\i\j/i/i/N\M 



Fig. 8. 
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Flg. 4. 



Eine mit der AngriÜsweise veränderliche Art der Stutzung kann auch 
durch grössere Reibungswiderstände verursacht werden. Erhält z. 6. der in 
Fig. 4 dargestellte ebene Träger links ein festes und rechts ein bewegliches 
Auflager, und ist der an dem let:&- 
teren auftretende Beibungswider- 
stand gross genug, um eine Bewe- 
gung des Stützpunktes zu hindern, 
80 ist der Träger statisch unbe- 
stimmt (Bogen mit zwei Gelenken). 
Sonst ist er statisch bestimmt, und 
es darf dann der in der Auflager- 
bahn wirkende Widerstand C=ifB 
angenommen werden, wo f die Rei- 
bungsziffer und B den zur Aufiagerbahn rechtwinkligen Widerstand bedeutet. 
Der Sinn von C ist entgegengesetzt dem Sinne der Verschiebung des* Stütz- 
punktes w. 

Lässt sich ein Fachwerk in Theile zerlegen, welche im Falle un- 
elastischer Stäbe starr wären, nnd ist die gegenseitige Stützung dieser 
Theile von unveränderlicher Art, sind ferner sämmtliche Stäbe wider- 
standsfähig gegen Zug und Druck, so bezeichnen wir das Fachwerk 
als ein solches von unveränderlicher Oliederung. 

Ein Beispiel von veränderlicher Glie- 
derung in Folge wechselnder Art der gegen- 
seitigen Stützung einzelner Theile zeigt Fig. 5. 
Dieselbe stellt zwei durch ein Gelenk G ver- 
bundene gegliederte Scheiben eines ebenen 
Fachwerks dar. Die Scheiben sind so ge- 
formt, dtos sie sich in Folge einer sehr 
kleinen, im Sinne der beigefügten Pfeile 
erfolgenden Drehung in den Punkten m be- 
rühren, während sie bei Eintritt einer ent- 
gegengesetzten Drehung nur in G aufeinander wirken. Im zweiten Falle sind 
die beiden Punkte m als zwei verschiedene Knoten zu behandeln, und es er- 
geben sich für dieselben vier Gleichgewichtsbedingungen. Anderenfalls bilden 
sie einen einzigen Knotenpunkt, für den sich nur zwei Gleichgewichtsbedin- 
gungen aufstellen lassen. 

Eine veränderliche Gliederung liegt auch vor, wenn das Fachwerk Stäbe 
besitzt, die nur nach einer Richtung widerstandsfähig sind, die also aus Seilen 
oder Ketten bestehen und deshalb nur Zugkräfte aufnehmen können, oder die 
sich mit halbcylindrischen Endflächen gegen die in den Knoten angeordneten 
Gelenkbolzen stützen und in Folge dessen nur Widerstand gegen Druck 
leisten. 

Das wichtigste Beispiel hierfür ist der im ersten Bande (§ 88) dieses 
Buches untersuchte Fachwerkbalken mit Gegendiagonalen. Die früher für 
diesen Träger aufgestellte Theorie ist durch die Bemerkung zu vervollstän- 
digen, dass zuweilen in allen oder einzelnen Feldern beide Diagonalen gleich- 
zeitig gespannt werden, und der Träger in Folge dessen statisch unbestimmt 
wird, dass aber die genaueren Werthe der Spannkräfte von den früher an- 
gegebenen stets sehr wenig abweichen und die schärfere Berechnung deshalb 
unterbleiben darf. 




Fig. 5. 
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Ein anderes Beispiel führt die Fig. 6 vor. Das hier abgebildete ebene 
Fachwerk ist im Allgemeinen fünffach statisch unbestimmt, weil es 36 Knoten- 
punkte und 74 StS.be besitzt, mithin die Anzahl der Stäbe um 5 grosser ist 

als die Zahl 2.86 — 3 = 69, wo 3 
= Anzahl der an den Widerlagern 
auftretenden Unbekannten*). Sind 
die Stäbe 1 bis 9 nur im Stande, 
Zugkräfte zu übertragen, und wird 
das Fachwerk so beansprucht, dass 
^ ^^^-^-""^ *\^^ die Stäbe 2 und 3 spannungslos wer- 
den; 80 ist es für die fragliche An- 
griffsweise nur dreifach statisch un- 
bestimmt. Werden auch noch 5, 7, 8 
l^g- 6. spannungslos, so treten 1, 4, 6, 9 

ebenfalls ausser Thätigkeit (weil sonst 
Gleichgewicht an den Knoten e und f nicht möglich ist) und das Fach werk 
geht in ein statisch bestimmtes Über. 

Die Untersuchung von Fachwerken mit veränderlicher Gliederung 
nnd Stützungsart kann grossen Schwierigkeiten begegnen, da es häufig 
nicht möglich ist, von vornherein die bei einer bestimmten Angriffs- 
weise in Thätigkeit tretenden einseitig widerstehenden Stäbe zu be- 
zeichnen und die augenblickliche Art der gegenseitigen Stützung ein- 
zelner Theile des Fachwerks, sowie die Art der Stützung durch die 
Widerlager anzugeben, so dass man vielfach auf den Weg des Versuchs 
angewiesen ist. 

e. — Bei einem Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart sind die Zahlen k^ r^ a (vergl. Seite 5), ferner die in 
der Gleichung (9) auftretenden Werthe x, |x, v unabhängig von der 
Angriffsweise. Wirken auf das Fach werk einmal die Ursachen P', i\ S'«,, 
hierauf die Ursachen P", t'\ 8",^, und entspricht den ersteren der Werth Z' 
der gesuchten Unbekannten, den letzteren der Werth Z", so ist 

Z' = X, P\ + X, P', + . . . + |X, t\ + IL, t\ + . . . 

+ Vi S'«,i + Vg 8'.^ H ' 

+ Vi8",el + V2 8"«,2H 

Der durch die Ursachen P = P'+P'\ t=t' + t'\ 8«,=8',,+8"„ 
hervorgerufene Werth ist 

Z=yi,(P\ + P\) + X3 (P-, + P'\) + . . . + |x, (t\ + 1'\) 
+ t^ (^2 + t\) + • • • +vx(8'., +8".,) 
+ V2(8'^+8"^)H , 



. *) Man darf den Träger auch als ein Gebilde betrachten, welches aus 
einer statisch bestimmten gegliederten Scheibe und 9 Stäben (1 bis 9) besteht 
Dann erhält man nach Seite 230, Band I: 2 {g' + 2g' + 3g"' + . .) + r + a 
= 2.0 + 9 + 8 = 12, femer 38 + 2Ä; = 8. 1 + 2. 2 = 7. Wegen 12 — 7 = 5 
ißt der Träger fünffach statisch unbestimmt. 
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Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen. 9 

und es ergiebt sich somit 

Hieraus folgt, dass es bei der Bestimmung der Spannkräfte S^ sowie 
der nach bestimmten Richtungen wirkenden Auflagerkräfte und der 
nach bestimmten Richtungen gebildeten Seitenverschiebungen der Knoten- 
punkte zulässig ist, die Einflüsse der einzelnen auf das Fachwerk wir- 
kenden Ursachen getrennt zu ermitteln und schliesslich zusammen zu 
zählen — ein sehr wichtiges Gesetz, welches in der Folge das Gesetz 
wn der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen genannt werden soll. 
Dasselbe gilt nur für Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart. 

Hat man aber bei Untersuchung eines in bestimmter Weine ange- 
griffenen Fachwerks mit einseitig widerstehenden Stäben die wirkungs- 
losen Stäbe ausgeschieden, so darf man auf das übrig bleibende Stab- 
gebilde das eben bewiesene Gesetz anwenden. Hierbei dürfen die 
Einflüsse der einzelnen Ursachen auf die Spannkraft S eines nur gegen 

{Zug ) fneffativ) 

Dm kl ''widerstandsfähigen Stabes j ... | ausfallen. Bedmgung ist 

(positiver \ ■ 

Werth ergiebt. Auch wenn die Stützungsart veränderlich ist, darf 
jenes Gesetz — falls eine bestimmte Angrifi*sweise vorliegt — ange- 
wendet werden. Es ist dann zunächst die Art der augenblicklichen 
Stützung zu ermitteln, und diese Stützungsart muss der Berechnung 
sämmtlicher einzelnen Wirkungen zu Grunde geleg:t werden. Dies gilt 
sowohl für die Stützung durch die Widerlager, als auch für die gegen- 
seitige Stützung einzelner Theile des Fachwerks. 

b. Gietz der virtuellen VertchlebunQen. Arbeitiflleichangen. Clapeyron'scb— Gesetz. 

7« — Um zu einer sehr einfachen und fruchtbaren Beziehung 
zwischen den Aenderungen Aa der Stablängen und den von denselben 
Ursachen herrührenden Verschiebungen der Fachwerksknoten zu gelangen, 
multipliciren wir die auf Seite 3 abgeleitete Gleichung 
A«i4» = (Aajjb — Aa?<) cos 0«, + (Ay^ — Ay<) cos ß,», -}" (^^* — ^^d ^^^ T* 

mit einer Spannkraft, welche im Stabe t — k durch irgend einen nur 
gedachten Belastungszustand des Fachwerks erzeugt sein möge, und die 
zur Unterscheidung von der wirklichen Spannkraft Soc mit 5« bezeichnet 
werden soll. Hierauf stellen wir eine ähnliche Gleichung für jeden 
Stab auf, addiren alle diese Gleichungen und erhalten: 
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10 Einleitung. 

S/Söfc A5.A = :2 [6a (A-Tjfc — A j::..) cos a,;^ + Sa, (At/* — Ay<) cos ß» 

+ /J^rt- (A^'k — A^:,) cos Y.J, 
wofür auch geschrieben werden darf: 

(10) S^iiA^a. =— 2 [(iS.* cos OrtAir, + 5^ cos ß* Ay, + 8^ cos y«, A^r^) 

-\- Sti cos ttw Axfc + Ski cos ßwAyjfc+Ä'wCosYwA^it)], 
, denn es ist cos a« = — cos oCi^, cos ß^ 

= — cos ßflt, cos Y« = — cos Ytt, hin- 
gegen Ä'w = Sug' Man vergleiche die auf 
ein ebenes Fachwerk sich beziehende 
Figur 7, in welcher die S als Kräfte 
aufgefasst worden sind, welche an den 
Knotenpunkten angreifen, also den weg- 
genommenen Stab ik ersetzen. 
'^ Das Bildungsgesetz der rechten 

yjg 7 Seite der Gleichung (10) lässt sich wie 

folgt aussprechen: Man zerlege die in i 
wirkende Kraft 84^, in die den Achsen x, y, z, parallelen Seiten- 
kräfte Sftc cos aot 9 /^ifcCosßüb, 5rtCos 7,4,, multiplicire diese Kräfte der 
Reihe nach mit den Seitenverschiebungen Ax/, Ay<, A^< ihres Angriffs- 
punktes », verfahre in gleicher Weise mit sämmtlichen Kräften S und addire 
alle diese Produkte. Ordnet man nun die so erhaltene Summe nach den 
Knotenpunkten und bezeichnet die Ordnungsziffer eines beliebigen Kno- 
tens mit m, so gelangt man (wenn man auf der linken Seite den jetzt 
entbehrlichen Zeiger ik fortlässt) zu der Gleichung 

(1 1) 25A5 = — 2(Aa?^S^"^cos a+ Ay^S^Äcos ß +_A^^2,5 cos y), 
in welcher sich die Summen S^6^cos a, 2^5' cos ß, 2^iS'cos y über alle 
in m angreifenden Spannkräfte S erstrecken. 

Die äusseren Kräfte des gedachten Belastungszustandes sollen (damit sie 
von den in Wirklichkeit auftretenden äusseren Kräften Q^ unterschieden 
werden) mit Q„ bezeichnet werden; sie mögen mit den Achsen x, y, z 
die Winkel 4»,, "*]«, ?« einscbliessen. Hinsichtlich der Kräfte Q und S 
wird nur vorausgesetzt, dass sie miteinander im Gleichgewichte sind. Für 
den Knotenpunkt m erhält man die Bedingungen: 

19m cos S«+ 2^5^cos a = 
g^cos7]^+2^5cosß = 
Qm cos ?« + 2^5cos Y = 0, 
und es lässt sich nun (11) umformen in: 

2 Q^ i^x^ cos $^ + Ay^ cos iQ^ + A^^ cos ZJ) = 25As. 
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Diese Gleichmig kann man aber noch kürzer fassen, wenn man 
beachtet, dass die Projektion h^ der wirklichen Verschiebung mm' des 
Knotens m anf die Richtung der gedach- 
ten Kraft Qt^ durch die Formel 
8^= Aa?^cos $^+ Ay^ cos iq^+A^?^ cos ?^ 
bestimmt ist. Es ergiebt sich dann die 
Gleichung: 

(18) S^8^ = S;^A«, \ 

in welche die Verschiebung h^ als posi- 
tive oder negative Grösse einzuführen ist, 
je nachdem sie denselben oder den ent- 
gegengesetzten Sinn bat wie die Kraft Q«»* 

Das Produkt Q^^m lässt sich als diejenige mechanische Arbeit 
deuten, welche die Kraft Q^ verrichtet, wenn ihr AngrifiPspunkt m im 
Sinne von Q^ um die Strecke 5^ verschoben wird, um nun auszu- 
drücken, dass diese Verschiebung durch Ursachen erzeugt wird, welche 
von den Kräften Q ganz unabhängig sind, bezeichnet man 5^ als eine 
virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes m der Kraft Q„, und nennt 
das Produkt §».8« die virtuelle Arbeit der Kraft Q^. Ebenso bezeichnet 
man den Ausdruck ( — S^j^^Su,) als die virtuelle Arbeit der beiden in 
den Knotenpunkten i und k angreifenden, gegen einander gerichteten 
Kräfte Sa (Fig. 7) und Is^ als die gegenseitige virtuelle Verschie- 
bung ihrer Angriffspunkte. 

Die Gleichung 

S^;»^ — 2äA« = 
drückt demnach den unter dem Namen Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten (oder besser: Gesetz der virtueüen Verschiebungen) bekannten 
Satz aus: 

Die Summe der virtueüen Arbeiten sämtnüicher in den Knoten- 
punkten angreifenden äusseren und inneren Kräfte Q und S 
ist im Faüe einer verschwindend kleinen Formveränderung des 
Fachwerks gleich NuU, 
Dieser Satz ist zuerst von Mohr zur Berechnung des Fachwerks benutzt 
worden. 

Man nennt auch das Produkt (+fi'ÄAStt) die virtuelle Formände- 
rungsarbeit des durch die beiden Kräfte S^ beanspruchten Stabes s^ 
und den Ausdruck 25Aa die virtuelle Formänderungsarbeit des Fach- 
werks. Die Gleichung (13) sagt also aus: <iass die virtudle Arbeit der 
äusseren Kräfte ebenso gross ist wie die virtuelle Formänderungsarbeit 
des Fachwerks. 
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Die Anwendung dieses Gresetzes auf den wirklichen . Belastung»- 
zustand und den wirklichen Formändenmgszustand liefert die Gleichung: 

(14) 2g^8« = 25A5, 

in welcher jetzt S^ die Projektion des wirklichen Weges des Knotens m 
auf die Richtung von Qm bedeutet. 

Wir werden die Gleichungen (13) und (14) auch als Arbeitsbe- 
dingungen oder Arbeitsgleichungen bezeichnen und z. B. die am hAufigsten 
benutzte Gleichung (t3) kurz die Arbeitsgleichung für dtn Belastungs- 
zustand (Q) nennen, wobei wir dann stillschweigend voraussetzen, dass 
es sich um den wirklichen Verschiebungszustand handelt. 

8« — Für die Folge ist es wichtig, die von den äusseren Kräften 
Q verrichtete mechanische Arbeit A zu bestimmen, und zwar für den 
Fäll, dass das anfangs spannungslose Fachwerk keinen Temperatur- 
änderungen unterworfen wird. 

Die äusseren und inneren Kräfte wachsen allmählich von Null bis 
zu ihren Endwerthen Q und S an. Sind Q^, 8^ gleichzeitige Zwischen- 
werthe dieser Kräfte, und nehmen in dem Augenblicke, in welchem die 
Qj, und Ä, wirken, die Verschiebungen h und As um dh und d(A«) 
zu, so ist nach (13): 

2e*d» = 2iS'^dA«, 
und diese Gleichung gilt für jedes der unendlich kleinen Zeittheilchen, 
in welche sich die ganze Bewegunggidauer zerlegen lässt. Hieraus folgt 

aber (mit As = -„-): 

8 



(15) 2 /g,d5 = S /Ä,dAs = Sp 



^dS^s ^ S's 1^_^ 

EF 2EF 2 



Da nun nach (14) ^ 

ist, so erhält man für die gesuchte Arbeit ^ = S / Qj^dh den Ausdruck: 

(16) A = ^:^Q^h^ 

und gelangt zu dem zuerst von Clapeyron bewiesenen Gesetze: 

Wird ein anfänglich spannungsloses Fachwerk, dessen Tem- 
peratur sich in keinem Punkte ändert^ von äusseren Kräften 
ergriffen, welche allmählich von Nutt aus anumchsen, so ist die 
mechanische Arbeit der äusseren Kräfte unabhängig von dem Ge- 
setze, nach tvelchem diese Kräfte zunehmen und auch unabhängig 
von der Beihenfölge, in der die äusseren Kräfte am Fachwerke 
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angebracht werden; sie ist stets halb so gross, als wenn sämmt- 
liehe Kräfte Q toährend der ganzen Formänderung ihre End- 
werthe hätten. 




c AnwmdMnq der QlelchMwg Sgg = :sg'Ag auf tfaiHich bettimmto Fachwyke. 

0. — Die Aendenmgen A« der Stablängen s eines statisch be- 
stimmten Fachwerks seien bekannt; auch seien die durch Nachgeben 
der elastischen Widerlager entstandenen Verschiebungen der Stützpunkte 
gegeben. Zu lösen seien folgende Aufgaben: 

1. Aufgabe, Gesucht ist die Strecke &«,» um welche sich die Ent- 
fernung zweier Knotenpunkte m und m^ ändert. 

Man nehme in m und m^ zwei entgegengesetzt gleiche» zusammen- 
&llende Kräfte von der Orösse eins an (Fig. 9) und wähle den Sinn 
derselben so, dass sie in Folge 
der Vergi'össerung der Ent- 
fernung mmi um 5«, die posi- 
tive virtuelle Arbeit 1 . h^ ver- 
richten. Hierauf bestimme man 
mit Hilfe der Gleichgewichts- 
bedingungen die von jenen 
Kräften erzeugten Stützenwider- 
stände C und Spannkräfte S 
und schreibe für diesen ge- 
dachten Belastungszustand die 

Arbeitsgleichung 2 Q 5 = 2 5 A ;9 an. Bezeichnet man die virtuelle 
Arbeit «der Kräfte C mit L, so erhält man die Gleichung 

(17) l."8^+X = S^A«, %/\.:/\.J 

aus welcher sich hm unmittelbar berechnen lässt. 

Die beiden in m und 114 angreifenden 
Kräfte Eins mögen (nach Mohr) die Be- 
lastungseinheit des Punktpaares m, m^ ge- 
nannt werden und h^ die gegenseitige Ver- 
sMebung des Punktpaares m, mi. Ist m^ 
ein ausserhalb des Fachwerks liegender 
fester Punkt, so giebt die Gleichung (17) 

die Verschiebung h^ des Knotens m im Sinne m^m an d. L die Pro- 
jektion des Weges des Knotens m auf die Bichtung m^m. (Fig. 10 
veranschaulicht den Pall zweier anfänglich senkrecht übereinander lie- 
gender Punkte m, m^ ; sie stellt einen Theil eines Gerber'Bch.en. Balkens 
vor, dessen schwebender Theil (I) bei m ein bewegliches Auflager erhält.) 
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Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, für den in der Figur 11 an- 
gegebenen Belastungszustand eines BogentrSgers mit drei Gelenken die wage- 
rechte Verschiebung ^k des Scheitelgelenkes G zu berechnen. In Folge der 
Elasticität der Widerlager mögen sich die Eämpfergelenke A und B in wage- 
rechter Richtung um Si beziehungsweise £« verschieben und in senkrechter 
Richtung um i]! bezw. y\^. Die Richtungen dieser Verschiebungen sind in 
Fig. 11 durch gestrichelte Pfeile angedeutet worden. Es sollen Temperatur- 
en 
yeränderungen berücksichtigt werden. Dann ist A« = -=— + £<«, welcher 

Werth nach Ermittelung der wirklichen Spannkräfte S für' jeden Stab des 
Fachwerks berechnet wird. Fig. 12 giebt den gedachten Belastungszustand an. 



Pig. 11. 



Flg. 18. 




iL ^^ 



Die Verschiebung Hh soll nach links positiv gezählt inftoden, und es wurde 
daher in G eine nach links gerichtete Last Eins angenommen; diese ruft 
Kämpf erdrücke £i und Kt hervor, welche beziehungsweise die Richtungen AG 
und GB haben und durch das Kräftedreieck ORT^ bestimmt sind. Ihre wage- 
rechten und senkrechten Seitenkräfte seien = Hu Hf, A, B. Die virtuelle 
Arbeit der Auflagerkräfte ist dann: 

denn die Kräfte Ä, Hi haben den entgegengesetzten Sinn wie die Verschie- 
bungen i\i, ixf während B, Et von gleichem Sinne sind wie die Verschie- 
bungen i)t, kr ^1® Bedingung: 

1 . «A + i = S^A« liefert 

In gleicher Weise kann man die senkrechte Verschiebung K des Scheitel- 
gelenkes G bestimmen und hierauf ^h und d, zur Gesammtverschiebung des 
Punktes G zusammensetzen. 
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2. Aufgabe, Es wird die Aenderung 8« des Winkels 9 gesucht, 
welchen die beiden dnrch die Knotenpunkte f, k bezw. »1, k^ bestimmten 
Geraden (m) und (mj) eines ebenen Pachwerks miteinander bilden. Fig. 13. 

Um S^ zu erhalten, wird die Gleichung 2^8 = 2 *9A5 auf den 
in der Figur 13 dargestellten gedachten Belastungszustand und den 




Fig. 18. 



wirklichen Verschiebungszustand angewendet. In i und k sind zwei 

zur Geraden (m) rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte von 

1*) 
der Grösse — angenommen worden, und in i^ und k^ zwei zur Ge- 



raden (m^) rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte 



Der Sinn 



dieser Kräfte wurde so gewählt, dass die beiden Kräftepaare (deren 

Momente gleich — e = 1 

und gleich — «^ = 1 sind) 

*i 
in Folge Vergrösserung des 
Winkels 9 um 5^ die posi- 
tive Arbeit 1 . 8^ verrichten. 
Der Werth dieser Arbeit er- 
giebt sich aus der folgen- 
den Betrachtung. 
Dreht sich eine unbegrenzte Gerade (m), welche die Angriffs- 
punkte i und k eines zur (m) rechtwinkligen Kräftepaares enthält (Fig. 14) 




lig. 14. 



•) i. = 1 i.= Krafteinheit X MEgi2?i?M 
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um den verschwindend kleinen Winkel t in die Lage (m'), und sind t', h' 
die schliesslichen Lagen von t, A;, so nehme man, behufs Bestimmung der 
Arbeit des Kräftepaares, zunächst an, dass i und k die Kreisbogen- 
theilchen ix' und hk*' beschreiben, deren gemeinsamer Mittelpunkt der 
Schnittpunkt von (m) und (m') ist. Hierauf verschiebe man i" und k" 
in die Lagen % und k\ Während des ersten Theiles dieser vei-sch win- 
dend kleinen Bewegung verrichtet das Ejräftepaar, dessen Moment Jf= Qe 
sein möge, die Arbeit Qix" — : Qkk'' = Qex = Mx, und während des 
zweiten Theiles ist die geleistete Arbeit = 0, weil die Verschiebungen i''i' 
und k"k' rechtwinklig zu Q sind. Mithin giebt Mx die Gesammtarbeit 
des Kräfbepaares an. Drehen sich also die Geraden (m) und (m^) der 
Figur 18 im Sinne der in i und k beziehungsweise in tj und kj^ an- 
greifenden Kräftepaare (deren Momente = 1 sind) um die Winkel t 
und Ti, so ist, wegen t -j- Tj =8,», die von beiden Paaren verrichtete 
Arbeit =1-t-|-1-Ti = 18^, wobei 8^ als Bogenlänge für den Halb- 
messer 1 aufisufassen ist. 

Bezeichnet man nun die virtuelle Arbeit der von den beiden 
Kräftepaaren etwa erzeugten Stützenwiderstände mit L und die Spann- 
kräfte des gedachten Belastungszustandes mit S, so ergiebt sich zur 
Bestimmung von 8^ die mit (17) der Form nach übereinstimmende 
Gleichung: , 

: , '.\- '- •' '■ 8^ + Z = S5A«. 

Sind «\ und kj^ zwei ausserhalb des Fachwerks gelegene feste Punkte, 
so liefert die vorstehende Gleichung den Drehungswinkel 8«. der Ge- 
raden m. 

Die Aenderung 8^ des Winkels 9 in Figur 13 nennen wir die 
gegenseitige Drehung des Qeradenpaares (m) (m^) und die vier in t, A;, t\, k^ 

greifenden Kräfte ( — 1 — ) fassen wir unter dem Namen BeUtstungs^ 
\ e tfj / 

einheit des Geradenpaares (m) (m^) zusammen. Es entsprechen diese Be- 
griffe den auf Seite 13 erklärten, auf das Punktpaar m, m^ sich be- 
ziehenden. 

10. — Bei Lösung der beiden in No. 9 vorgeführten Aufgaben 
ist nach folgender Regel verfahren worden. Um die Verschiebung bezw. 
Drehung 8^ zu bestimmen, wurde das Fachwerk so belastet gedacht, 
dass die angenommenen Lasten zusammen die virtuelle Arbeit 1 . 8«, 
verrichten. Auf diesen gedachten Belastungszustand und auf den wirk- 
lichen Verschiebungszustand wurde die Bedingung 2Qi„ = ^8^,8 an- 
gewendet und eine Gleichung erhalten, aus welcher sich 8^ unmittelbar 
berechnen liess. 
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Nach dieser Regel lassen sich nim die verschiedenartigsten Auf- 
gaben losen. 

Soll beispielsweise für ein ebenes Fachwerk die Aenderung S^ der 
in bestimmter Bichtnng gemessenen Entfernung mf eines Knotens m 
Ton einer durch zwei Knoten i und k gehenden Geraden (m^) er- 
mittelt werden, so denke man das Fachwerk auf die in Fig. 15 an- 




• Flg. 15. 



gegebene Weise belastet. Die in tn angenommene Last Eine hat die 

Richtung fm\ die ihr parallelen, in i und h wirksamen Kräfte 1 -— 

und 1-y besitzen eine mit der Geraden mf zusammenfallende, von m 

nach f gerichtete Mittelkraft von der Grösse eins. Die gesammte vir- 
tuelle Arbeit dieser drei Lasten ist = 1 • &„, und es ergiebt sich daher 
nach Berechnung der von diesen Lasten hervorgerufenen Spannkräfte S 
und Stützenwiderstände (welche letztere die Arbeit L verrichten mögen) 
die Arbeitsbedingung: 

Jl.8« + Z"=S5A5, 
welche dieselbe Form hat wie die Gleichung (17). 

Noch verschiedenartiger sind die bei räumlichen Fachwerken zu 
stellenden und mit Hilfe der oben angegebenen Regel lösbaren Auf- 
gaben. Wir begnügen uns damit, eine derselben anzuführen. Es sei 
die Aenderung der Länge des Lothes gesucht, welches von einem 
Knotenpunkte m auf die durch irgend drei Knotenpunkte A, t, h be- 
stimmte Ebene [m^] gefällt ist und dessen Fusspunkt f sein möge. 
Man nehme in m eine von f nach m gerichtete Last Eins an, femer 
drei in h, t, k angreifende, zur Ebene [m^] rechtwinklige Lasten, deren 
Mittelkraft in die Gerade mf fällt, von m nach f gerichtet ist und die 
Grösse eins besitzt. Die. Gesammtarbeit der vier Lasten ist dann 
==1.5«,, und das oben angegebene Verfahren ermöglicht wieder die 
unmittelbare Berechnung von 5^- 



liüller-BresUa, OnphliMshe StoUk. U. 
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d. Anwendung der Gleichuiig ^Q^ = y>S^8 auf ttatitch unbMtlmintB F«chwerke. 

U. — Wir leiten die Berechnnng d^r statisch unbestimmten Fach- 
werke durch Lösung einer ein&chen Aufgabe ein, wenden aber hierbei 
ein ganz allgemeines, stets zum Ziele führendes Ver&hreh an. 

Es soll der in Fig. 16 dargestellte, über drei Oefibungen ge- 
spannte, ebene Bogenträger untersucht werden. Bei Ä und D sind 
feste, bei B und C bewegliche Auflagergelenke angeordnet. In den 




Figiie. 

auf wagerechten Geraden geführten Stützpunkten B und C greifen senk- 
rechte Widerstände B und C an. Die senkrechten und wagerechten 
Seitenkräfte der in A und J) wirksamen Auflagerkräfte seien A und //, 
beziehungsweise D und X«. 

Die Anzahl der an den Auflagern auftretenden unbekannten Kräfte 
ist = 6, die Anzahl der Stäbe = 83, diejenige der Knotenpunkte = 43. 
Da 6 + 83 > 2 • 43 ist, so ist das Fachwerk nach Seite _2 30, BandJ, 
statisch unbestimmt, und zwar ist es dreifach statisch unbestimmt, weil 
6 -f- 83 — 2 • 43 = 3 ist*). Werden drei der zu berechnenden un- 
bekannten zunächst als gegeben angenommen, z. B. die Auflagerkraft X« 
(deren Angriffspunkt die Ordnungsziffer a erhalten möge) und die Spann- 
kräfte Xj, und Xc der beiden Stäbe hh^ und cci, so lassen sich die 
übrigen Spannkräfte und Auflagerkräfte mit Hilfe der Gleichgewichts- 
bedingungen eindeutig berechnen. Zu diesem Zwecke wird das Fach- 
werk durch Beseitigung der beiden Stäbe bh^ und cc^ und durch Um- 
wandlung des festen Auflagergelenkes Z> in ein auf wagerechter Bahn 
verschiebbares statisch bestimmt gemacht, und hierauf werden, damit der 
Spannungszustand des Fachwerks ungeändert bleibt, die SpannkiUfte X^, X« 
der beseitigten Stäbe als äussere Kräfte wieder hinzugefügt. Auch wird 



*) Man kann den Träger aach in drei gegliederte Scheiben und 2 Stäbe 
(bbi und cci) zerlegen und Gleichung IIl Seite 230, Band I anwenden. 
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in a die wagerechte Kraft X^ angebracht. Fig. 17. Die Kräfte X„,Xf„X^ 
in Fig, 17 werden vorübergehend zu den Lasten gerechnet. 




Flg. 17. 

Das in Fig. 17 dargestellte statisch bestimmte Fach werk nennen 
wir das Hauptnetz des fraglichen Trägers; seine Stäbe heissen die 
Hauptstäbe oder auch die nothwendigen Stäbe, während bb^ und cc^ in 
Fig. 16 Oberzählige Stäbe genannt werden. In gleicher Weise unter- 
scheidet man nothwendige und überzählige Aufktgerkräfte, Eine über- 
zählige Auflagerkraft ist X^ in Fig. 16. 




ng. 18. 

Die Spannkraft S in irgend einem Hauptstabe ist, da sämmtliche 
Gleichgewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, eine lineare Funktion 
der Kräfte P, X«, X^, X«; sie lässt sich in der Form darstellen: 

(1 8) S = Sq SaXa Sj,Xi, — ScX^ , 

worin S^, S^,, Sc sowohl von den Lasten P als auch von den Kräften X 
unabhängig sind, während Sq eine Funktion ersten Grades der gegebe- 
nen Lasten P ist. Die Werthe Sq, Sa, Sj,, Sc können wie folgt ge- 
deutet werden. 

Das Glied Sq stellt diejenige Spannkraft vor, welche in dem frag- 
lichen Stabe entsteht, sobald X«, Xj, X„ gleich Null angenommen wer- 
den, sobald also nur die Lasten P auf das Hauptnetz wirken, ein Be- 
lastungszustand, welcher in Fig. 18 dargestellt worden ist und in der 
Folge kurz der „ Zustand X = " heissen möge. 
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Einleitang. 



Sa darf als diejenige Spannkraft anfgefasst werden, welche in dem 
fraglichen Stabe erzeugt wird, sobald sämmtliche Lasten P und ebenso 
die Grössen Xj, X^ gleich Null angenommen werden, während Xa= — 1 
gesetzt wird. Dieser Belastungszustand möge der „Zustand Xa = ' — 1^^ 
er ist in der Fig. 19 angegeben worden. Die im Punkte a 



-/f 




r^A»XA.-Hi— / 



Fig. 19. 



angreifende wagerechte Last X^ = — 1 ruft an den] Auflagern des 
Hauptnetzes Widerstände hervor, über deren Grösse die Fig. 19 Anf- 
schluss giebt. (Der bei Ä erzengte Widerstand muss die Bichtung BA 
und eine wagerechte Seitenkraft von der Grösse 1 haben; seine senk- 
rechte Seitenkraft besitzt deshalb die Grösse 1 — - Ebenso schliesst 

man auf den senkrechten Widerstand bei D und findet dann die in B 
und C angreifenden Aufiagerkräfbe.) 



/ / Ä, 




Mg. 20. 

In gleicher Weise können Sj, und Sc als die den Belastungszustän- 
den: X^ = — 1 und X^ = — 1 entsprechenden Spannkräfte betrachtet 
werden. Diese beiden Zustände sind in den Figuren 20 und 21 dar- 
gestellt worden. Grösse und Bichtung der Auflagerkräfte sind den 
Figuren zu entnehmen. Im Belastungsfalle Fig. 20 sind die Stäbe des 
Theiles CD spannungslos, im Belastungsfalle Fig. 21 diejenigen des 
Theiles AB, 

Alle diese Spannkräfte iS^,, 5., &, S^ lassen sich mit Hilfe der im 
ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren bestimmen, worauf^ 
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gegeben ist durch Gleicbung (18), während für die noth wendigen Auf- 
lagerkräfte -4, B, C, H die folgenden Werthe gefunden werden: 



(19) 



'h 






D = D,-\-X,--X,-^ 



JI = Ho-^X,: 



h 




^<^-| 



--T-~>^. 



Die Aufgabe der Berechnung des Fachwerks ist jetzt auf diejenige 
zurückgeführt: ^ydie statisch flicht bestimmbaren Grössen X^, X^^ X^ zu 
ermitteln**, und diese Aufgabe kann man in einfietcher Weise lösen, in- 
dem man die Arbeitsbedingung 'SQh = 2S£is der Reihe nach auf die 
drei gedachten Belastungszustftnde: Xa = — 1; ^ = — 1;X, = — 1 
und — in allen drei Fällen — auf den wirklichen Verschiebungszustand 
anwendet. Man gelangt dann zu drei Gleichungen ersten Örades, welche 
nur die unbekannten X«,, X^, X^ enthalten. 

Nehmen wir an, dass sich in Folge der Nachgiebigkeit der Wider- 
lager 

Stützpunkt Ä in senkrechter Bichtung um h^ nach abwärts verschiebt, 
,, A „ wagerechter „ „ in ^ links, 



B „ senkrechter 
D „ wagerechter 



83 
Sc 



abwärts, 



rechts. 



so lautet die Arbeitsgleichung für den Zustand X^ = — 1 (Fig. 19): 



♦) Den Zuständen Xi = — 1; Xö = —1: Ao:=— 1 müssen entsprechen: 

Auf dieselbe Weise 



^=-^; A=: + ^; Ä = 0. Vergl. Fig. 19, 20, 21 



prüfe man die Ausdrücke für B/t,C, D, H, 
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(T) L„ + 1 • 8« = 2.9aA5 , wobei 

i'« = 1 f (8^ — 8b - 8c + Sx,) + 1 • 8^ 

die virtuelle Arbeit der an den Anflagem des statisch bestimmten Hanpt- 
netzes angreifenden Stützenwiderstände bedeutet. 

Für den Zustand Xj, = — 1 ergiebt sich, wenn 8«, die Aenderung 
der Länge Si, des überzähligen Stabes bbi bezeichnet; 
ai) U+i'h, = :SS,^8, wo 

Lj = — 1 — 8^ + M "^ 1" 7 7 ^* — 1 -T- 8c= virtuelle Arbeit der 

Auflagerkräfte,! und für den Zustand X^ =^ — 1 (wenn 8^ = Aenderung 
der Stablänge cc, = «,) 

I(III) L,+ 1.8, = S.S;As, wo 

Wird As = — — -\~ eis gesetzt und zur Abkürzung die Bezeich- 

nung ^"^ EF (rr^^^^^^^^^ 

eingeführt, so gehen mit Berücksichtigung von (18) die Gleichungen 
(I), (n), (ni) über in: 

iLa+la=^Sßo9—X^^Sj^ — Jf^S.Ä.p — X2Ä.^.p + 25„6fÄ 

(20) L,+8,=S5Äp— X„S5',6;p — X^6;2p — X^^^Äp + 25',s<s 
l^ + 8, = 2Ä,S,p— :^SÄ,8,p— X,2ÄÄP— X2Ä.*p+25,ees. 
Die auf der rechten Seite stehenden Summen erstrecken sich über 

sämmtliche nothwendigen Stäbe. 

Bezeichnet man nun mit F^,, F^ die Querschnitte der beiden über- 
zähligen Stäbe, mit Ei,y E^ die ElasticitätszifiPem, mit f», t^ die Tempe- 
raturänderungen, und mit e>, e^ die Verlängerungsverhältnisse für < = 1 *', 
so hat man in die Gleichungen (20) zu setzen: 

(2 1) 84 :^ — y- + e^^js^ ; 8, = ^p' + ^^^^''c , 

und ist jetzt im Stande, die Unbekannten X«, X», X« zu berechnen, 
vorausgesetzt, dass die Formänderungen der Stützen bekannt oder als 
Funktionen der X darstellbar sind. Dass die letztere Aufgabe meistens 
auf unüberwindliche Schwierigkeiten stösst, wurde bereits .auf Seite 4 
angeführt und begründet. In Folge dessen begnügt man sich in der 
Begel damit, bei der Untersuchung neuer Arten statisch unbestimmter 
Träger festzustellen, welchen Einfluss die gegenseitigen Verschiebungen 
der Stützpunkte auf den Spannungszustand des Trägers ausüben. Ist 
dieser Einfluss ein wesentlicher und schädlicher, so dürfen die fraglichen 
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Träger nur dann ausgeführt werden, wenn auf nahezu unverschieblicbe 
Stützen gerechnet werden darf; sie sind z. B. bei unsicherem Bau- 
grunde zu verweifen; auch ist in diesem Falle bei der Au&tellung der 
Träger besonders darauf zu achten, dass die Stützpunkte genau die in 
der Rechnung vorausgesetzte Lage erhalten. 

Zuweilen aber ist es möglich, die Formänderungen der Widerlager 
bei der Berechnung der Träger theilweise zu berücksichtigen. Wird 
z^ B. der in der Fig. 16 dargestellte Träger bei B und C durch Säulen 
von der Länge W gestützt, und entsprechen diesen Säulen die Werthe 
F'j E'y t\ e', so ist bei Vernachlässigung der Formänderung der Grund- 
pfeiler und des Baugrundes zu setzen: 

hß = der durch den Druck B erzeugten Verkürzung der Säule, 
vermindert um die Dehnung dieser Säule in Folge der Tem- 
peraturerhöhung, d. i. 

und ebenso ist einzuführen: 






^""—E'F 

Nun drückt man B und C mittels (19) durch X«, JST^, X^ aus und 
löst schliesslich die Gleichungen (20) nach den drei Unbekannten .Y ai^f. 
12« — Die in den Gleichungen (20) stehenden Summenausdrücke 
lassen sich auf eine sehr einfache und für die Folge sehr nützliche 
Weise deuten. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit 

h^ die Verschiebung, welche der Angriffspunkt m irgend einer Last P^ 
in der Richtung von F«, erfährt, sobald auf das statisch be- 
stimmte Hauptnetz nur die Belastung X« = — 1 wirkt (Zu- 
stand, Fig. 19), 
^mb desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von P^ und in Folge 

von Xj = — 1 (Fig. 20), 
^'mc desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von P«, und in Folge 
von X, = —l (Fig. 21), 
femer mit 
^ S«, die nach rechts positiv gezählte wagerechte Verschiebung des 
Punktes a, für den Fall, dass auf das statisch bestimmte Haupt- 
netz nur die Belastung -X« = — 1 wirkt, 
8«fc die wagerechte Verschiebung von a in Folge von Xb = — 1, 

weiter mit 

f^ba die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares h, b^ d. i. die 
Aenderung der Strecke bb^ für den Fall, dass auf das statisch 
bestimmte Uauptnetz nur die Last X„ = — 1 wiikt, 
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5» die Aendernug der Strecke bb^ in Folge von Xj, = — 

^bc T) n n n ^^1 n v » -^c = 

*«i » n n n ^^1 » n n -^a^^^ 

"•o » » » n ^^1 n n 7» -^« ^^^ 

Bchliesslich mit 
. i- S«, die nach rechts positive, wagerechte Verschiebung des Punktes a, 
ftLr den Fall, dass das statisch bestimmte, unbelastete Hauptnetz 
nur einer Temperatnränderung unterworfen wird, 
5m die in diesem Falle entstehende Aenderung der Strecke bb^^ 

sodann setzen wir fest, dass bei der Ermittelung aller hier aufgeführten 
Verschiebungen h die Stützen des statisch bestimmten Hauptnetzes voll- 
kommen starr angenommen werden sollen. 

Jetzt schreiben wir die Arbeitsbedingung f&r den Belastungszu- 
stand X=0 (Fig, 18) an, setzen in dieselbe die dem Zustande X^= — 1 

(welcher die Spannkräfte S^ und Aenderungen Aä« = -—=7 hervorruft) 

entsprechenden Verschiebungen ein und erhalten 

SP^8^. = 25oA^. = S5o ^'' 



EF 



s 



woraus, mit -^ = p : 

(22) S,So5,p = SP^5^; 

und ebenso finden wir: 

SÄo^*P = SF^8^ ; SÄo^,p = 2P^8„,. 

Wird die Arbeitsbedingung für den Belastungszustand X« = — 1 an- 
geschrieben, und werden in dieselbe der Beihe nach die den Zuständen 
Xa = — 1, Xj = — 1, X„ = — 1 entsprechenden Verschiebungen ein- 
geführt, so entstehen die Gleichungen 

1.»^ = SäLAä«; 1.8«, = Sä,A5,; 1.8^ = S5„A5„ 
und aus diesen folgt 

S5.Ä«p = 8«.; S^.Ä,p = 8^; S^.Ä.p = 8«,. 
Ebenso wird erhalten: 

S5»Ä.p = 8^; S5,Ä,p = 8«; S5,Ä,p = 8^ ; 

S5,5.p = 8^; SÄ,Ä,p = 8^; SS.^.p = 8,, . 
Schliesslich liefern die für die Belastungszustände X^=- — 1 , X^ = — 1 , 
Xp = — 1 angeschriebenen und jedesmal auf die nur von den Tem- 
peraturänderungen herrührenden Verschiebungen angewandten Arbeits- 
bedingungen die Gleichungen: 
(24) ^SMs=l .h^', Sö;e<s=1.8M; Sä,6^s=1.8^. 
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Die drei Bedingnngen (20) lassen sich nun umformen in: 
( L. + 8. = S F^5_ — Z.S^ - X, 8^ — X 8^ + K, ' 

(25) lL,-\-i, = :2P^h^ — x.h^ — x,h^, — x,h^ + h^ '-^;) ^'^ 

l -^« + 8„ = SF^8^ Xa^ea -X^S^ X^h^ + ^ct, ^ 

und hierin ist: 

(26) 8.5 = 8ja ; 8^ = 8«, ; 8^, = 8^ . 

Die Gleichungen (25) werden sich später in vielen Fällen als sehr < 
nützlich erweisen, da sich die Verschiebungen 8 der Knotenpunkte der 
meisten Fachwerke in sehr einfacher Weise durch Zeichnung feststellen 
lassen. Wir werden die Figuren, welche diese Verschiebungen liefern, 
in der Folge Verachiebungspläne nennen. (Vergleiche Abschnitt I.) Um 
die Unbekannten X^, X», X^ mit Hilfe der Gleichungen (25) bestimmen 
zu können, genügt es, für das statisch bestimmte Hauptnetz vier Ver- 
schiebungspläne zu zeichnen, den ersten für den Belastungszustand 
Xa = — 1, den zweiten fttr den Zustand. Xf, = — 1, den dritten für 
Xe = — 1 und schliesslich den vierten für das unbelastete und nur 
Temperaturänderungen ausgesetzte Hauptnetz. 

18. — -Das in No. 9 zur Berechnung eines statisch unbestimmten 
Fachwerks benutzte Verfahren führt stets zum Ziele; dasselbe besteht 
darin, die Spannkräfte der überzähligen Stäbe und die überzähligen 
Stützenwiderstände mit Hilfe von Arbeitsbedingungen von der Art der 
Gleichung (13) zu bestimmen. Zuweilen stellt es sich nun als zweck- 
mässiger heraus, zunächst andere Werthe als Unbekannte einzuführen 
und die überzähligen Stabkräfte und Auflagerkräfte als lineare Funk- 
tionen dieser staHsch nicht bestimmbaren Grössen darzustellen. So 
könnte man z. B. bei Untersuchung des Trägers in Fig. 16 an Stelle 
der in den Stäben bbi und cc^ auftretenden Spannkräfte, die auf die 
Drehpunkte B und C bezogenen Momente S^^bi • h und Sc^ci ' ä dieser 
Kräfte (die sogenannten Stützenmomente) zu Unbekannten wählen und 
mit Hilfe von Arbeitsbedingungen berechnen. 

Man darf also allgemeiner aussprechen: 

Sämmäiche Spannkräfte S und nach bestimmten Richtungen 
wirkenden Auflagerkräfte C eines statisch unbestimmten Fach- 
werke lassen sich auf die Form bringen: 

S = So- S'X' — S"X" — Ä'"X'" 

^27) c-^ Co- er- C'x!'— c"'x"' 

wobei X', X", X"' .... gewisse statisch nicht bestimmbare 
Grössen bedeuten, während Sq, S', S" , . . ,, Cq, C', C" . . . . 
Werthe vorstellen, welche von den Unbekannten X unabhängig 
sind. Insbesondere bedeuten Sq und Cq die Spannkräfte und 
Auflagerkräfte des statisch bestimmten Hauptnetzes, in welches 
das Fachwerk übergeht, sobald sämmtliche Grössen X verschwin- 
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den; sie sind geradlinige Funktionen der Lasten P, toährend die 
S\ S'' . . , ., C', C" . . . . van den P unabhängig sein sollen. 
Beispielsweise lassen sich S' und C' als diejenigen Werthe deuten, 
welche die Spannkräfte und Auflagerkräfte annehmen, sobald 
sämmtliche Lasten P und sämmüiche X verschwinden, ausge- 
nommen X*, welchem der Werth ( — 1) beizulegen ist — ein 
Belastungszustand, welcher kurz der Zustand X' = — 1 ge- 
nannt werden soll. 
Weiter darf man sagen: 

Die durch die Ursache X' = — 1 hervorgerufenen Auf- 
lagerkräfte C' und Spannkräfte S' sind miteinander im Gleich- 
gewicht, und ebenso sind die C" im Gleichgewichte mit den S", 
die C'" mit den S'" u, s. w. 

In Folge dieser Auffassung gelten die öleichungen (27) nicht nur 
ftlr die nothwendigen, sondern auch für die überzähligen Stäbe und 
Auflagerkräfte. Ist z. B. X" die Spannkraft in einem überzähligen 
Stabe, so entsprechen diesem die Werthe: 

5o = 0, S' = 0, S" = —U S'" = 0, 5"" = 0u. 8. w. 
und es folgt dann S = X", 

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) der Reihe nach für 
die Belastungszustände 

r = -i; X" = -l; A"" = --l;.... 

an und wendet sie jedesmal auf den wirklichen Verschiebungszustand 
an, so gelangt man zu den Gleichungen: 

(28) L' = 'SS'^s; X" = 25"A«; L'" = 25'"As; 

in denen L\ L", L'", . . . . die beziehungsweise von den Auflager- 
kräften C\ C", C'", .... verrichteten virtuellen Arbeiten bedeuten. 
Die Anzahl der Gleichungen (28) ist ebenso gross wie die Anzahl 
der statisch nicht bestimmbaren Grössen. Führt man ein: 

drückt S mit Hilfe der ersten der Gleichungen (27) aus und setzt schliess- 

lieh zur Abkürzung: -^^ = P» so gelangt man zu den Bedingungen: 
EF 

L' — 2ä's<s =25oÄ'p — X'2ä'*p — X"2S'ä"p 

— X"'2ä'ä'"'p 

L" — 2S"6<» =2ÄoS"p -A"26"'S'p-J5:"SS"»p 

(29) { —X""SS"S"'g- ■•■ 

L'" — :s.s"'zts = iÄoS'"? — x':s.s"'s'g— x"^s"'s"g 

— jk:"'ss"'»p 
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Alle in diesen Gleichungen stehenden Snmmenaasdrücke erstrecken 
sich über aämnUliche Stäbe des Fachwerks, über die nothwendigen und 
überzähligen. 

Auf den letzten Satz ist besonders* zu achten. Wendet man z. B. die 
Gleichungen (29) auf den in No. 11 untersuchten und in der Fig. 16 darge- 
stellten Träger an, und setzt man X' = Xi, X"=^Xb, X"' = Xc, so ent- 
sprechen dem überzähligen Stabe bbi die Werthe: 

So==Oy 5' = 0; 5" = -l; 5'"' = 
und dem überzähligen Stabe ccj die Werthe: 

5i = 0; 5" = 0; 5" = 0; ßr'" = — 1. 
Für jeden nothwendigen Stab ist S' =iSa; Ä" = Sb ; S"" = Sc . 

Die Summen 25"«p, ^lS'"'"?, 2S"e*s, y^S'^eta unterscheiden sich 
von den in den Gleichungen (29) stehenden Summen: '^Sb*p, ^Sc^py y^Sttts, 
y^ Seit 8 (welche letztere sich nur auf die nothtcendigen Stäbe beziehen) um die 
den Überzähligen Stäben entsprechenden Gb'eder. Es ist also 

^S"tt8 = ^ShttS — 1 .tbth8h \ yS"\tS = ^ScttS — 1 . tctc8c . 

Hingegen ist 2iS'o5^"p = SÄo&p; 25r"5'"p = 2ÄöS'cp, weil für jeden über- 
zähligen Stab 5^0 = und entweder S'' = oder 5^'" = ist, und ebenso folgt, 
dass in allen übrigen Summen S' durch Sa ersetzt werden darf, S" durch ^6 
und Ä'" durch Ä«. 

Bei der Berechnung von L* ist die im Belastungsfalle Xa = — 1 am 
Stützpunkte a angreifende wagerechte Kraft 1 zu den Auflagerkräften zu 
rechnen, weil Xa eine Auflagerkraft ist, und es folgt deshalb I/' = La + 1 • ^a,, 
während L" = Lb und V" =^Lt ist. 

Formt man nun die Gleichungen (29) für den vorliegenden Fall auf 
diese Weise um, und beachtet noch, dass 

^b = -E,-^ 1- ^bib8b und 5tf = -=r~T:» f" ^etc8c 

JLblfb JidcHe I 

ist, SO erhält man die auf Seite 22 abgeleiteten Gleichungen (20). 

Bei der AniVendung der Gleichungen (29) kommt es hauptsäch- 
lich darauf an, die von den Lasten P abhängigen Summen möglichst 
schnell zu bestimmen. In der Begel wird es sich empfehlen, den in 
No. 12 eingeschlagenen Weg zu wählen und zu setzen: 
(30) SÄo^'p = SP«8„'; 25o^"p = 2P.8.": u. s. w. 

wobei 8,„', 8^" .... diejenigen Verschiebungen bedeuten, welche der 
Angriffspunkt m irgend einer Last P^ in der Richtung von P^ erfährt, 
sobald auf das Fachwerk beziehungsweise nur die Ursache X' = — 1 
oder nur die Ursache X" = — 1, u. s. w. wirkt. 

Alle übrigen {Sq nicht enthaltenden) Summenausdrücke sind un- 
abhängig von den Lasten; sie brauchen also nur einmal bestimmt zu 
werden und werden häufig am schnellsten durch Rechnung gefunden, 
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> nachdem man die Spannkräfte S', S'' «... berechnet oder mit Hilfe 
von Kräfteplänen ermittelt hat. Es lassen sich aber diese Summen 
auch auf dem in No. 13 angegebenen Wege als Verschiebungen deuten 
und dann oft mit Hilfe einfocher Verschiebungspläne angeben. 

\v^ 14. — Hat man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X auf 

dem in No. 11 bis 18 beschriebenen Wege ermittelt und hierauf mit 
Hilfe der Gleichungen (18) bezw. (27) die Spannkräfte S berechnet, so 
kann man die Aenderungen A« sämmtlicher Stablängen 8 angeben und 
ist nun im Stande, alle die in No. 9 und 10 behandelten Aufgaben 
zu lOsen und zwar genau nach dem früher benutzten Verfahren. Das- 
selbe besteht in der Anwendung der Gleichung 2PmS«. = 25As auf 
den wirklichen Verschiebungszustand und auf einen gedachten Be- 
lastungszustand, welcher letztere so zu wählen ist, dass die virtuelle 
Gesammtarbeit der Lasten = 1 . S». ist, wobei 5^ die gesuchte gegen- 
seitige Verschiebung eines Pnnktpaares m, m^ oder die gesuchte gegen- 
seitige Drehung eines Geradenpaares u. s. w. bedeutet. Hierbei ist zu 
beachten, dass zwischen den gedachten äusseren und inneren Kräften Q 
und S nur Gleichgewicht zu bestehen braucht, dass also die Spann- 
kräfte in den überzähligen Stäben und die überzähligen Auflagerkräfte 
gleich Null gesetzt werden dürfen. 



Es liege beispielsweise der in Fig. 16 dargestellte Bogenträger 
vor. Gesucht sei die Verschiebung S«., welche irgend ein dem mittle- 
ren Bogen angehörender Knotenpunkt m in der Richtung m^ m erfährt. 
Die auf Seite 21 angegebenen Verschiebungen der Stützpunkte sollen 
berücksichtigt werden. 

Zuerst wird der Träger durch Beseitigung der überzähligen Stäbe 
und Auflagerbedingungen statisch bestimmt gemacht (Fig. 22). Hierauf 
mrd in m eine von nii nach m gerichtete Last von der Grösse eins 
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angebracht und zur Berechnung der darch diese Last an den Auflagern 
des Hauptnetzes hervorgerufenen Widerstände A, By . . , . geschritten. 
Bildet m^m mit der Wagerechten den Winkel a, und ist der loth- 
rechte Abstand des Stützpunktes B von der mm^ gleich r, so lauten 
die Gleichgewichtsbedingungen : 

H= 1 . cos a ; Äl^ — He=0 
C/— 1 .r = 0; 'a + B + 'C= 1 . sin a 
und aus diesen findet man: 



B 



( . « coti a r \ *) 



Nun bestimmt man die von den äusseren Er&flen 1, ^, ^, C^ H 
in den Stäben des Hauptnetzes hervorgerufenen Spannkräfte S und 
schreibt die Arbeitsgleichung an: 

1.8^ — J8^ — 'bIb — C8c — RIh = S5A«, 

in welche die unrklichen Aenderungen Aa der Stablängen einzuftlhren 
sind. Es ist also zu setzen: 

A« = -^ + 6«« wo S = So — SaX, — S,X^ — S,X,. 

Auf diesem Wege erhält man stets 5«, als lineare Funktion der 
Lasten P, der Temperaturänderungen t, der statisch nicht bestimm- 
baren Grössen X und der nach bestimmten Richtungen erfolgenden 
Verschiebungen der Stützpunkte. Da nun zwischen den X, P, t, eben- 
falls nur Beziehungen ersten Grades bestehen, so folgt, dass im Falle 
unveränderlicher Gliederung und Stützungsart das in No. 6 ausge- 
sprochene Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
für alle diejenigen Grössen h^ gilt, welche sich mittels einer Bedingung 
von der Form 1 . 5^ + L = SS'A« bestimmen lassen. 

16. — Es möge noch darauf hingewiesen werden, dass bei der 
Auswahl der als überzählig zu bezeichnenden Stäbe und Auüagerbe- 
dingungen innerhalb gewisser Grenzen nach Willkür verÜEihren wer- 
den darf. 

Führt man z. B. die Widerstände der beiden ^ittelstützen des in 
der Fig. 23 dargestellten durchgehenden Balkens als statisch nicht be- 



*) Wir empfehlen dem Leser, diese Kräfte auch durch Zeichnung zu be- 
stimmen. 
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stimmbare Grössen (X) ein, so erhält man das in der Fig. 24 abge- 
bildete Hauptnetz; dasselbe ist ein einfacher Balken. Hingegen gelangt 
man zn dem aus drei Einzelbalken bestehenden Hauptnetze (Fig. 25) 



Fig. 88. 



Fig. 24. 



Flg. 25. 



Fig. 26. 

oder zu dem einen Gerber^ sehen Balken vorstellenden Hauptnetze 
(Fig. 26), je nachdem man die beiden Stäbe hc oder die beiden Stäbe 
a& als überzählig bezeichnet. 

Auch ist hervorzuheben, dass bei der Ermittelung der Verschie- 
bungen 5m andere Hauptnetze gebildet werden dürfen, wie bei der 
Bestimmung der Spannkräfte. 

e. Per Maxweirsche Satz von der Gegenseitigkeit der elastischen Formanderungw 
und das Gesetz von Betti. 

16. — Wir betrachten ein auf starren Stützen ruhendes, ebenes 
oder räumliches Fachwerk von unveränderlicher Gliederung und Stützungs- 
art (Seite 6) und setzen einen spannungslosen Anfangszustand voraus. 
Auch nehmen wir an, dass keine Temperaturänderungen entstehen. 
Es gilt dann das auf Seite 12 nachgewiesene Claj)eyron'ache Gesetz, 
und es ergiebt sich für die mechanische Arbeit Ä der äusseren Kräfte 
der nur von den Lasten P abhängige Ausdruck: 

(31) ^ = ^SP8 = i(PA + PA+--- + P-,S«+---), 

in welchem bis jetzt unter P„, Pj, . . . P„ . . . Einzellasten verstanden 

wurden und unter 8«, 8^, . . . 8„ . . . die wirklichen Verschiebungen 
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der Angriffspunkte a, b, , . . . m . . . . derselben, im Sinne der 
■«a» -*»> • • • -Pf» • • • — 

Füt die Folge ist es nnn nützlich, den Buchstaben P nnd h eine 
allgemeinere Bedeutung beizulegen und unter jedem der in der Gleichung 
auftretenden Produkte ^ Ph die mechanische Arbeit einer ganzen Gruppe 
von Lasten zu verstehen. 

Solche Gruppen lassen sich leicht an der Hand der Untersuchungen 
in No. 9 u^d No. 10 bilden. 

^Werden z. B. die beiden Lasten Eins in der Fig. 9 mit P^ mul- 
tiplicirt (wobei man natürlich entweder Eins oder P„ als Zahl zu be- 
trachten hat), so entsteht eine Lastengruppe, deren Beitrag zur Arbeit 
Ä gleich ^ PmS« ist, wenn 8« die gegenseitige Verschiebung des Punkt- 
paares m, m^ bedeutet. 

Multiplicirt man die vier Lasten in Fig. 13 mit P«,, so erhält mau 
eine Gruppe, deren entsprechendes h^ gleich der im Bogenmass aus- 
gedrückten gegenseitigen Drehung des Geradenpaares (m), (m^) ist. 

In gleicher Weise läset sich aus der Figur 15 durch Multiplikation 
der dort angenommenen Lasten mit P^ eine Lastengruppe ableiten, 
deren zugehöriges 5«, gleich der Aenderung der Entfernung mf ist. 

Die vorliegenden Beispiele dürften genügen, um die Bildung von 
Lastengruppen zu erläutern, und es sei nur noch hervorgehoben, dass 
jede am Fachwerk vorkommende Last stets nur einer einzigen Gruppe 
zugewiesen werden darf. Der Kürze wegen nennen wir eine solche 
Gruppe von Kräften eine Belastung und das entsprechende S den 
Weg dieser Belastung. Unter anderem werden wir in der Folge öfter 
von der Belastung P«, eines Punktpaares m, m^ oder eines Geraden- 
paares (m), (wi) sprechen, Belastungen, die nach der vorstehenden Er- 
klärung durch Multiplikation der auf Seite 13 und 16 eingefUhrten 
Bektstungseinheiten jener Paare mit P^ entstehen. 

Sämmtliche h sind lineare Funktionen der Belastungen P; sie 
lassen sich daher auf die Form bringen: 

Sa = »o« P« + 8«. P, + • • • + 8«. P« + • • • 

8. = 8*« Pa + 85* Pft H h 85«. P«. + • • • 



(32) 



8. = 8_ P. + 8«* P* H H 8- Pn. + 



wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werthe 8 unabhängig 
sind von den Belastungen P. Um diese Werthe zu deuten, setze man 
in irgend einer der Gleichungen (20) sämmtliche P gleich Null, mit 
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j Ausnahme eines einzigen, dem man den Werth Eins beilege. Dann 
ergiebt sich beispielsweise h^ als derjenige Werth, welchen der Weg 
S«. für den Fall annimmt, dass anf das Fachwerk nar die Belastung 
P^ = 1 wirkt. 

17. — Wir setzen jetzt voraus, dass nur zwei Belastungen auf- 
treten, etwa P^ und JP^. Die entsprechenden Wege sind 

^m = ^mmPm + ^mn^n 
K = Km Pm -f- Kn Pn- 

Wird zuerst nur die Belastung P^ aufgebracht, so ist der Weg 
derselben =h^mPmf und es verrichtet deshalb die von Null aus all- 
mSMich anwachsende Belastung P^ die mechanische Arbeit \h^^P^^, 
. Fügt man die ebenüedls von Null aus anwachsende Belastung P» hinzu, 
so nimmt die Arbeit der äusseren Kräfte erstens um \ 8^»P«* zu, weil 
die wachsende Belastung P« den Weg h^nPn zurücklegt, und zweitens 
um Pi„(8»„P„), weil der Weg der bereits vorhandenen Belastung P« 
die Vergrösserung ImnPn erfährt. Im Ganzen entsteht: 

Ä = i h^^Pj + i K„P^' + KnPmPn. 

Wird zuerst die Belastung P» angebracht und nachher P«, so 
ergiebt sich durch Yertauschung von m und n: 

^ = i KnPj 4- i KmPj + KmPnPm. 

Nach dem Clapejron'schen Gesetze müssen aber die beiden für A 
gewonnenen Ausdrücke übereinstimmen, und es folgt daher die wich- 
tige Gleichung: 

(33) Km=^mnr 

Dieselbe wurde zuerst von Maxwell bewiesen und soll in der Folge 
stets als MaxweWscher Lehrsatz angeführt werden. 

Von den vielen Sätzen, welche sich aus der Gleichung (33) er- 
geben, sind die folgenden für die späteren Untersuchungen von beson- 
derer Bedeutung. 

1. Die gegenseitige Verschiebung 8^» eines Punktpaares m, «4 
in Fdge der Belastungseinheit eines anderen Punktpaares n, 14 
ist ebenso gross tcie die gegenseitige Verschiebung h^m ^ Punkt- 
paar es n, n^ in Felge der Belastungseinheit des Punktpaares 

2. Die gegenseitige Drehung 8^« eines Geradenpaares (m), 
(m^) in Felge der Belastungseinheit eines anderen Geraden- 
paares (n), (n^) ist ebenso gross une die gegenseitige Drehung 
h„^ des Geradenpaares (n), (n^) in Folge der Belastungseinheit 
des Geradenpaares (m), (m^), 
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5. Die gegenseitige Verschiebung eines Punktpaares m, m^ 

in Felge der Belastungseinheit eines Geradenpaares (n), (n^) 

ist ebenso gross wie die gegenseitige Drehung des Geradenpaares 

(n), (n^) in Folge der Belastungseinheit des Punktpaares m, m^ . 

Die Sätze (2) und (3) beziehen sich auf ein ebenes Pachwerk. Die 

Erklärungen der Begriffe: Punktpaar, Geradenpaar, Belastungseinheit 

eines Punkt- oder Geradenpaares finden sich auf Seite 13 und 16. 

Noch sei ein Beispiel angeführt, welches besonders geeignet sein dürfte, 
von der Fruchtbarkeit des MaxwelPschen Satzes zu überzeugen. Man darf 
nämlich mit Hinweis auf die Figuren 27 und 28, welche ein und dasselbe 
Fachwerk auf verschiedenartige Weise belastet darstellen, aussprechen: Die 



^^ 




Pig. 27. 




Plg. 28. 

Strecke, um welche sich der Abstand mf in Fig. 28 ändert, sobald auf das 
Fachwerk nur die in der Fig. 27 angenommenen Lasten — und — wirken, 

C Ci 

ist ebenso gross wie die im Bogenmass ausgedrückte Aenderung, welche der 
Winkel 9 (Fig. 27) erfahrt, falls das Fachwerk auf die in Fig. 28 Ange- 
gebene Art belastet wird. (Die gleichbezeichneten Strecken e, e^, der Figuren 
27 und 28 brauchen nicht gleich gross zu sein.) 

Müller-BreBlan, Orapbische Statik. II. 3 C^ r^r^rAr> 
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18. — Zn einem anderen Beweise für den Maxweirschen Satz 
führt die folgende Beti^achtnng. 

Ein Fachwerk, welches den in No. 16 angeführten Voranssetznngen 
genügt, werde von beliebigen Belastungen P^ ergriffen. Infolge dessen 
entstehen Spannkräfte S^ und Aendemngen der Stablängen nm 

Nach Entfernung der P^ mögen andere Belastungen P« auf das 

Fachwerk wirken und die Spannkräfte 8^ sowie die Längenänderungen 

S 'S 
As„ = — ^ heryorbringen. 

Es bedeute nun (hm^ den Werth, welchen der Weg 8^ irgend 
einer Belastung P«, annimmt, wenn auf das Fachwerk nur die Be- 
lastungen P„ wirken, femer (h^J) den nur durch die Belastungen P«. 
hervorgerufenen Weg irgend einer Belastung P;. Die Werthe 8 wur- 
den durch Klammem ausgezeichnet, da sie eine andere Bedeutung haben 
als die früher erklärten 8^« tind 8hm> deren ersteres z. B. den Werth 
von 8^ für den Fall vorstellte, dass nur eine Belastung P« wirkt und 
diese die Grösse eins besitzt. 

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) einmal an 

für den Kräftezustand (P»,, SJ) und den hiervon unabhängigen 

Verschiebungszustand [(8^ J A^J 
und hierauf 

für den Kräftezustand (P«, S^) und den hiervon unabhängigen 

Verschiebungszustand [(Km) ^s„,], 
so erhält man die Gleichungen: 

2P.(8«„) = 25«A5. = S5^^ und 

2P. (8.J = 25, ^8^ = S^. -^ 

und gelangt zu dem zuerst von Betti nachgewiesenen Gesetze 

(34) 2P^(8^0 = 2P.(8„J. 

Wirkt auf das Fach werk das eine mal nur eine Belastung P^ = 1, 
sodann nur eine Belastung P«, = 1, so entsteht aus (34): 

8»,„ = inm 

und hieraus folgt, dass der Maxwell^schQ Satz nur ein besonderer Fall 
des viel allgemeineren, aber erst später entdeckten ^e^^i^schen Satzes ist. 

19« — Um die Anwendung des Maxwell'schen Satzes auf die Be- 
rechnung statisch unbestimmter Fachwerke zu erläutern, behandeln wir 
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zunächst die in No. 1 1 und 1 3 bereite auf anderem Wege gelöste Auf- 
gaber. die überzählige Auflagerkrafi X^ und die Spannkräfte X^,, X, der 
überzähligen Stäbe des in der Fig. 16 dargestellten Bogenträgers zu be- 
stimmen. 

Es sollen sowohl Temperaturänderungen als auch die auf Seite 21 
angeführten Verschiebungen der Stützpunkte berücksichtigt werden. 

Wir rechnen (wie in Fig. 17 auf Seite 19) die Kräfte X«, X^, X^ 
zu den auf das Hauptnetz wirkenden Lasten und erhalten für die Wege 
S«, Sft, 8, der Belastungen X., Xj, X« die Werthe: 

K = ^PmKm KmXa KbXt, S«,X^ + &«« + 5«^ 

(35) 5, = SP^5^ _ 8^ X« — 8^X, — 8,,X, + 8« + 8*« 

8, = ^P^hcm — 8«, X. — 8^ Xj — h^Xc + 8rt + 5«r- 

Hierbei bezeichnet: 

h^ den Einfluss der Ursache P|„== 1 auf den Weg 8«, 
8«, desgL den Einfluss der Ursache X» = — 1, 

"«6 »» if >) 9i 1t -^b ^^^ If 

öfl« >> » 99 >» ♦» -^r ^^^ *» 

8„e desgl. den Einfluss von Temperaturänderungen, 
8«^ desgl. „ „ „ Verschiebungen der Stützpunkte, 

und ebenso lassen sich die übrigen, mit Doppelzeigern behafteten Werthe 
8 deuten. 

Um ha„ zu bestimmen, wird die Arbeitsbedingung für den Be- 
lastungszustand X« = — 1 (Fig. 19) angeschrieben und dabei jedem 
Stabe die Längenänderung A« = beigelegt. Es ergiebt sich dann 

1 . 8^ + 1 . 8h + 1 . f (8^ — 8b — 8c + 8^) = 

und hieraus und aus ähnlichen, für die Belastungszustände Xj = — 1 , 
X^ = — 1 aufgestellten Gleichungen folgt 

8^ = — L«; 85«, = — Lj,; 8^ = — L^ (vergl. Seite 22). 

Setzt man nun diese Werthe in (35) ein, und beachtet, dass die 
Buchstaben der Doppelzeiger miteinander vertauscht werden dürfen, 
dass also 8„« = 8^, 85^ = 8^, 8^ = 8„^, 8„6 = 8ta, . . . ist, so ge- 
langt man zu den auf Seite 25 erhaltenen Gleichungen (25). 

Der eben eingeschlagene Weg führt immer zum Ziele. Man darf 
aussprechen : 

Jedes statisch unbestimmte Fachwerk lässt sich durch Beseitigung 
von überzähligen Stäben und Auflagerkräften in ein statisch bestimmtes 
Fachwerk (Hauptnetz genannt) verwandeln. Auf dieses Hauptnetz wir- 
ken ausser den gegebenen Lasten P„ und den Temperaturänderungen 
noch gewisse vorläufig unbekannte Belastungen X«, X», X«, X^ . . . 
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deren Wege 8., 8j, 8^, 8<, . . . , jedoch bestimmten Bedingungen unter- 
worfen sind. Es gelten die Gleichungen: > 

La — 8«,-|-8a=2P^8^ — 8«,X„ — Sftfl-Xft — 8^„Xc — hda^d — • • • 
Lf, — 8w+86=2P^8^ — 8„jX„ — SjfcXft — S^Xe — h^bXa — • • • 

(36) L,— 8^+8, = SP^C— 8«X„ — 8^X,— 8,,X,-8^X^ 

-^d — 8d«-|-8d=2P^8^ — 8«iX„ — Sw-Xfe — 8«iXc — 8A1-X4 — • • - 

welche eine schnelle Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen 
X gestatten, sobald sich die den Belastungszustfinden X« = — 1, 
X6= — 1, Xe= — 1, . . . entsprechenden Formänderungen des Haupt- 
netzes bequem darstellen lassen, und ebenso die von den Temperatur- 
änderungen herrührenden Werthe 8««, 8«, Begegnet die Er- 
mittelung, dieser Verschiebungen Schwierigkeiten, so wende man die 
in No. 11 und 13 abgeleiteten Gleichungen (20) oder (29) an. 



f. Einfluss unrichtiger Abigngung überzähliger Stabe. Künstliche Anspannung. 

20. — Die bisherigen Untersuchungen setzten voraus, dass jeder 
Stab genau diejenige Länge erhält, welche dem spannungslosen Zu- 
stande des Fachwerks entspricht. In statisch unbestimmten Fachwerken 
können jedoch geringfügige Fehler bei der Ablängung der überzähligen 
Stäbe wesentliche Aenderungen der Spannkräfte zur Folge haben. 

Soll z. B. in ein aus 5 Stäben gebildetes ebenes Viereck (Fig. 29) 
ein sechster Stab ah eingefügt werden, welcher die zu geringe Länge 
a&i besitzt, so ist dieser Stab vorher so anzu- 
spannen, dass er sich um h^h verlängert. In 
Folge dessen aber wird er auf das ursprüng- 
liche Fachwerk in a und h gewisse Kräfte aus- 
üben, welche in den Stäben desselben Span- 
nungen hervorrufen. 

Damit man die früher entwickelten Glei- 
chungen auch unmittelbar zur Berechnung von 
Fig- 29. statisch unbestimmten Fachwerken benutzen 

kann, deren überzählige Stäbe wegen unrich- 
tiger Ablängung mit Anfangsspannungen eingesetzt werden müssen, 
stelle man sich vor, es seien jene Herstellungsfehler durch Abkühlung 
beziehungsweise Erwärmung der unrichtig bearbeiteten Stäbe beseitigt 
worden und zwar vor Einfügung dieser Stäbe in das Fachwerk. Die 
Länge s eines Stabes, dessen Temperatur um t' zunimmt, wächst um 
e^'s, und es muss deshalb die Temperatur eines um cas zu kurzen 
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/ 6> 

Stabes um t = — erhöht, diejenige eines um oä zu langen Stabes 

G 
/ Ci) 

um t = — erniedrigt werden. 

6 

Nach Einsetzen sämmtlicher Stäbe denke man die ursprünglichen 
Stabtemperaturen wieder hergestellt, schreibe also den erwärmten Stäben 
die Temperaturänderung ( — t') den abgekühlten die Temperaturerhöhung 
(-{- 1') zu. Man erkennt dann, dass man den fraglichen Bearbeitungs- 
fehlern Rechnung trägt, wenn man die in die früheren Entwickelungen 
eingeführten Temperaturänderungen t für die um ws zu langen oder 

zu kurzen Stäbe um t = — vergrössert beziehungsweise verkleinert. 

G 

Werden überzählige Stäbe absichtlich mit unrichtigen Längen ein- 
gesetzt, so bezeichnet man das Stabgebilde als ein Fachwerk mit künst- 
licher Anspannung, 



g. Ausnahmefälle. 

21. — Alle vorstehenden Entwickelungen sind an die Voraus- 
setzung gebunden, dass es zulässig sei, bei der Aufstellung der Gleich- 
gewichtsbedingungen die Formänderung des Fachwerks zu vernach- 
lässigen; sie gelten also nur für Stabgebilde, deren Knoten sehr geringe 
Verschiebungen erleiden, und führen, auf Träger von ungenügender 
Steifigkeit (z. B. mangelhaft versteifte Kettenbrücken) angewendet, mit- 
unter zu ganz unrichtigen Ergebnissen. Es giebt aber auch Fälle, in 
denen bereits sehr geringe elastische Formänderungen die angenäherte 
Berechnungsweise unbrauchbar machen, und hierzu gehören die im 
ersten Bande (Seite 205, 211, 213) 
als Fach werke von unendlich kleiner 
Verschiebbarkeit bezeichneten Stabge- 
bilde, deren Knotenpunkte sich selbst 
dann gegeneinander (wenn auch nur 
unendlich wenig) verschieben würden, 
wenn sämmtliche Stäbe und Stützen 
starr wären. Ein besonders einfaches 
Fach werk dieser Art stellt Fig. 30 dar. 
Die Achsen der beiden wagerechten 
Stäbe ac und bc fallen in dieselbe Ge- 
rade, a und b sind feste Auflager- 
gelenke. Die um a und b mit den 

Halbmessern s geschlagenen Kreise haben ein Bogen element gemein, inner- 
halb dessen sich c frei bewegen kann. Wird das Fachwerk durch eine senk- 




Fig. 30. 
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rechte Last P beanspracht, und verschiebt sich jedes der beiden Auflager- 
gelenke um die gleiche wagerechte Strecke ^, so entstehen in den Stäben 
ac und hc gleich grosse Spannkräfte S. Man erhält: 

2iS'sinAa = P; 

sin Aa = 1/^1 — cos*Aa; cosAa = — j — - — ; As = — — > also 
' « + As EF 

*^ L a^EF+syl ^' 

und diese Gleichnng liefert für S einen bestimmten endlichen Werth, 
welcher desto grösser ist, je grösser E und F sind. Werden die Wider- 
lager und die Stäbe yoUkommen starr angenommen, so ergiebt sich 
(wegen $ = 0; A5 = 0; 8inAa = 0) für die Spannkraft S, selbst 
bei sehr kleiner Last P, der unrichtige Werth 5 = cx3.*) 

Zu einem ähnlichen Ergebnisse führt die genauere Berechnung des 
auf Seite 208 und 211 des ersten Bandes angeführten PaskaFschen 
Sechsecks. Gleichgewicht tritt hier selbst bei starren Stäben im all- 
gemeinen erst nach einer gegenseitigen Verschiebung der Knotenpunkte 
ein. Da diese Formänderung aber unendlich klein ist, so darf bei 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen die ursprüngliche Gestalt 
des Fachwerks beibehalten werden, und es ergeben sich dann (nach 
Seite 207, Band I) für die Spannkräfte S unendlich grosse oder un- 
bestimmte Werthe. Werden aber die elastischen Verschiebungen be- 
rücksichtigt, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen für jede Spann- 
kraft S einen ganz bestimmten endlichen Werth. Immerhin ist es rath- 
sam, derartige bereits ausgeführte Fachwerke zu vermeiden, wegen der 
verhältnismässig grossen Anstrengungen, welche die Stäbe selbst bei 
geringer Belastung erleiden. 

B. Gesetze für belieMge Isotrope, feste Korper. 

a. Voraussetzungen und Erklärungen, Getetz der virtueiien Verschiebungen. 

22« — Wir werden in diesem Buche ausser Fachwerken noch Träger 
untersuchen, die aus irgendwie miteinander befestigten geraden oder 
krummen Stäben zusammengesetzt sind und Stabwerke genannt werden 
mögen. Die Theorie derselben leiten wir durch Entwickelung einiger 
Gesetze ein, welche für beliebige feste Körper, die nur elastische, ver- 
schwindend kleine Formänderungen erleiden, gelten. 

28. — An irgend einer Stelle eines im Gleichgewichte befindlichen 
festen Körpers denken wir uns ein unendlich kleines Theilchen abge* 

♦) Vergl. die Anmerkung auf Seite 207, Band I, 
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grenzt. Die anf die Seitenflächen desselben wirkenden Eräfbe sollen 
Flächenkräfte genannt und insbesondere als innere Kräfte oder Ober- 
flächenkräfte bezeichnet werden, je nachdem die durch sie beanspruchten 
Flächen im Inneren des Körpers liegen oder zur Oberfläche gehören; 
ausser ihnen wird an dem Körpertheilchen im Allgemeinen noch eine 
auf die Masse desselben wirkende äussere Kraft angreifen, welche eine 
Massenkraft heisst (z. B. die Brdanziehung, Ergänzungskräfte der rela- 
tiven Bewegung). 

Nehmen wir nun an, es erleide ein anfänglich im Gleichgewichte 
befindlicher Körper durch Hinzutreten äusserer Kräfte unä durch Tem- 
peraturänderung eine Umgestaltung. Dieselbe hört auf, sobald sich ein 
neuer Gleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; während 
ihrer Erzeugung werden die Flächenkräfte des betrachteten Körper- 
theilchens eine bestimmte Arbeitssumme verrichten, und von dieser ist 
besonders derjenige Theil von Wichtigkeit, der nur von der Form- 
änderung des Körpertheilchens abhängig ist, der also verschwindet, 
wenn sich das Thejlchen bewegt, ohne seine Gestalt zu ändern. Man 
nennt diesen Theil der Gesammtarbeit der Flächenkräfte die Form- 
änderungsarheit des Körpertheilchens; ihre Integration über den ganzen 
Körper liefert die Formänderungsarbeit des Körpers. Bei der Berech- 
nung dieser Arbeit ist* zu beachten, dass die Flüchenkräfte, deren 
schliessliche Werthe wir ganz allgemein mit R bezeichnen wollen, sich 
im Verlaufe jener Umgestaltung ändern. 

Denkt man sich hingegen die Flächenkräfte während der ganzen 
Dauer der Formänderung mit ihren Endwerthen R wirkend und be- 
stimmt die von den R geleistete Formänderungsarbeit unter der Voraus- 
setzung einer willkürlichen Formänderung, die man sich zwar als mög- 
lich vorstellen kann, die aber nicht von den die Kräfte R erzeugenden, 
sondern von irgend welchen anderen Ursachen herrührt, so erhält man 
einen Ausdruck dA^, welcher die virtuelle Formänderungsarbeit des 
Körpertheilchens heisst, während jene willkürliche, mögliche Umge- 
staltung eine virtuelle Farmänderung genannt werden soll. 

Wir fassen jetzt eine unendliche kleine, virtuelle Formänderung 
eines im Gleichgewichte befindlichen Körpers und insbesondere die Be- 
wegung und Umgestaltung eines Körpertheilchens ins Auge und be- 
zeichnen die virtuelle Arbeit der auf dieses Körpertheilchen wirkenden 
Massenkraft mit dÄ^, diejenige der Flächenkräfte mit dAy. Letztere 
Arbeit besteht aus zwei Theilen; der eine, dA^, hängt nur von der 
Umgestaltung des Körpertheilchens ab, der andere, nämlich dAf — dA^ 
von der Bewegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des 
Körpertheilchens um diesen Punkt. Somit stellt dA^-\'dAf — dA^ 
diejenige virtuelle Arbeit vor, welche sämmtliche auf das Körper- 

' Digitized by VjOOQIC 



4Q Einleitang. 

theilchen wirkenden Kräfte verrichten, wenn dessen Bewegung ohne eine 
Formveränderang vor eich jjeht. Diese Arbeit muss aber = Null sein, 
da die Mittelkraft der auf das Eörpertheilchen wirkenden Er&fte (des 
voransgesetzten Gleichgewichtszustandes wegen) zu Anfang = Null ist 
und auch während der ganzen Dauer der gedachten unendlich kleinen 
Bewegung bis auf eine verschwindende Grösse den Werth Null behält. 
Es folgt mithin dA„-\- dAy = dA„ und, wenn entsprechende 
Gleichungen für sämmtliche Körpertheilchen gebildet und hierauf addirt 
werden 

(87) A^-i-Ay = A,. 

Da sich nun in dem Ausdrucke Af die Arbeiten der inneren 
Flächenkräfte gegenseitig tilgen, weil auf die Flächen, in denen anein- 
ander grenzende Eörpertheilchen zusammenhängen, bei gleichen Ver- 
schiebungen entgegengesetzt gleiche Eräfte wirken, so leuchtet ein, dass 
Af die virtuelle Arbeit der öberfiächenkräfte, mithin Af{-A^ die vir- 
tuelle Arbeit sämmtlicher äusseren Kräfte vorstellt, und es drückt des- 
halb die Gleichung (37) das Gesetz aus: 

Bei einer verschwindend Ideinen virtuellen Formänderung eines 
im Gleichgewichte befindlichen Körpers ist die virtuelle Arbeit 
der äusseren Kräfte gleich der virtuellen Formänderungsarbeit, 

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dass alle anfllnglich sich 
deckenden »Seitenflächen von aneinander grenzenden Eörpertheilchen auch 
während des ganzen Verlaufs der Formänderung sich decken, weil nur 
dann die Arbeiten der auf diese Flächen wirkenden Eräfte sich auf- 
heben. Besteht nun der betrachtete Eörper aus mehreren einander 
berührenden Theilen, von denen jeder einzelne der gemachten Annahme 
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfllnglich zu- 
sammenliegenden Berührungsflächen je zweier Theile statt, so müssen, 
wenn das bewiesene Gesetz gelten soll, alle diese Flächen zur Oberfläche 
gezählt werden, d. h. es sind die auf diese Flächen wirkenden Eräfte, 
soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den äusseren Eräften zu 
rechnen. So sind z. B. bei aufeinander reibenden Theilen eines Eörpers 
die an den Berührungsstellen wirkenden Reibungswiderstände als äussere 
Eräfte aufzufassen. 

24. — Um einen allgemeinen Ausdruck für A^ abzuleiten, be- 
ziehen wir den Eörper auf ein rechtwinkliges Eoordinatensystem und 
denken an irgend einer Stelle, aber innerhalb eines Eörpertheiles, dessen 
Spannungen sich stetig ändern, ein Parallelepipedum von den anfäng- 
lichen Eantenlängen dx, dy, dz abgegrenzt. 

Die Spannung in der zur a:- Achse senkrechten, den Punkt {x, y, z) 
enthaltenden Seitenfläche dy dz sei in die Seitenspannungen 
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a, , parallel der o;- Achse und positiv, wenn im Sinne von ( — x) wirkend, 






(-y) 



<T 




Fig. 31. 



zerlegt, und in gleicher Weise mögen die Spannungen in den dem 
Punkte (07, y, z) anliegenden Seitenflächen dzdx und dx dy durch ihre 
Seitenspannungen 












gegeben werden. Die c sind Zug- oder Druckspannungen, die t Schub- 
spannungen (Band I, Seite 49). 

Durch Multiplikation dieser Spannungen mit den entsprechenden 
Flächeninhalten gelangt man zu den Kräften, welche jene Flächen be- 
anspruchen. Auf die Fläche dy dz wirken z. B. die drei Kräfte: 

C:gdydzy Xg^dydZy z^dydz. 

Wird die Momentensumme aller 



am Parallelepipedum dx dy dz an- 
greifenden Kräfte in Bezug auf 
die der y- Achse parallele Schwer- 
achse des Körpertheilchens gleich 
Null gesetzt und hierbei davon 
abgesehen, dass sich die Span- 
nungen in gegenüberliegenden Sei- 
tenflächen um Difterentiale unter- 
scheiden, weil die Berücksichtigung 
dieser unterschiede zu unendlich 
kleinen Grössen der vierten Ord- 



^M 



< 









4ix 



t^xdy 



Flg. 32. 



Digitized by VjOOQ IC 



42 Einleitung. 

nnng führen würde, welche gegen die der dritten Ordnung verschwinden, 
80 erhalt man (mit Hinweis auf Fig. 32, in der die Projektion des 
Eörpertheilchens aaf die (2^2;) -Ebene dargestellt ist) die Gleichung: 

(x„ dx dy) dz = (t« dy dz) dx (vergl. auch Band I, Seite 82), 

und hieraus und ans ähnlichen Momentengleichungen ftlr die der x-Achse 
und 2: -Achse parallelen Schwerachsen des Eörpertheilchens folgt: 

~«r ~~ ^xm > ^«y ^jf « > »sty ^yw » 

weshalb die kürzere Bezeichnung eingeftihrt werden soll: 

^* ^^^ ^jf» '^•y 5 '^y ^^^^^ '^«as '^a» 5 "^m '^^~ '^«y "^pm > 

wobei zu merken ist, dass 

Es ändere sich nun die anfängliche Länge dx um die Strecke 
Acfo; = A' ( - - ) -f- A"( — — ) so zwar, dass sie die dem Punkte 
(^1 Vi ^) anliegende Fläche gegen den Massenmittelpunkt M im Sinne 
der ( — x) um ^ \-~^) verschiebt und die gegenüber liegende Fläche 

im Sinne der (+ x) um A" ( —— )• Die auf jene Flächen wirkenden 
Kraft«: 

a, dy dz und ( ö^ + ~J*~ dx) dydz 

liefern dann zur virtuellen Formänderungsarbeit den Beitrag: 

und hierfür darf man nach Streichung der kleinen Grösse vierter Ord- 
nung: — — dxdy dz A" [r^ d^) setzen: 

^dx 
c,dydz^dx= ö* ~i — ^^ 

0rX 

worin dV= dx dydz den Inhalt des Eörpertheilchens bedeutet. 

Hieraus und aus ähnlichen Betrachtungen folgt: Aendem sich die 
anfänglichen Längen dx, dy, dz um Strecken ^dx, ^dy, ^dz und 
bezeichnet man die in der Folge Dehnungen genannten Verlängerungs- 
verhältniBse mit 

^dx _ ts.dy ^ _ Hkdz 



Digitized by VjOOQ IC 



Allgemeinere Untersuchung fester Körper. 43 

8o ist der von den Spannungen ö,, öy, ö, abhängige Theil der vir- 
tuellen Formänderungsarbeit dA, des Körpertheilchens (dxdydsr) 
gleich 

(89) (cx.e, + a,e, + a,6,)dF. 

Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkeländerungen und 
in Folge dessen leisten auch die Schubkräfte Arbeit. Es sei, mit Be- 
zugnahme auf Fig. 31 

Y, die Aenderung des Winkels YOZ^ 

Tr » >» >i II i^t/-A, 

I» »> 11 II II JiU 1 * 

Man nennt Yar» Yn T*i <^iö Gleitungen im Punkte o;, y, z\ sie seien 
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergrösse- 
rungen der Winkel YOZ, ZOX, XO Y vorstellen. Bei Berechnung 
der in Folge der Gleitungen von den Schubkräften verrichteten vir- 
tuellen Formänderungsarbeit darf man wieder die Spannungsunter- 
schiede in den einander gegenüber liegenden Flächen vernachlässigen 
und den Punkt xyz sxl Stelle des Massenmittelpunktes als ruhend an- 
nehmen. 

Aendert sich der Winkel YOZ um Y*i ^ verschiebt sich die 
Fläche YO' im Sinne OZ gegen die Fläche OY' um Y^^^i wobei die 
in YO' und senkrecht zvl dx wirksame Schubkraft x^dxdz die vir- 
tuelle Arbeit x^dx dzy^dy verrichtet, oder es verschiebt sich die Fläche 
ZO' im Sinne OY gegen die Fläche OZ' um die Strecke Y«<^^i ^^^ 
welcher Bewegung die in ZO' und senkrecht zu dx wirkende Schub- 
kraft x,dxdy die Arbeit z^dx dy^j^dz leistet. In beiden Fällen wird 
die Arbeit 

T^%dxdydz = x^y„dV 

erhalten, und ebenso ergeben sich für die den Gleitungen Yyi T* ^^^' 
sprechenden Arbeiten die Ausdrücke x^y^dV und x^ Y*^^i so ^»ss die 
gesammte virtuelle Formänderungsarbeit der an dem Theilchen (dxdydz) 
angreifenden Flächenkräfte gleich 

dA, = (cj,e^ + c^^^+ cy.s. + t,Yx + -c^^y^ + -c.Y.) dV 
ist. Für den ganzen Körper erhält man: 

(40) A^ =J (a.6, + a^Sy + a,6, + t,y« + -c^Y^ + '^.T.) dV. 

Bei unstetigen Spannungen muss der Körper in Theile zerlegt wer- 
den, innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind. Die Werthe A^ 
werden für die einzelnen Theile gesondert berechnet uud schliesslich 
addirt, 
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Setzt man (nach No. 22) A^ gleich der virtuellen Arbeit der äusseren 
Kräfte Q, so erhält man: 

(41) 2g^»^=J(a,6, + a,ey + a.e, + T.Y, + TyY^4-T,Y,)<?F, 

wo h^ die den Dehnungen e^, e^, e« und Gleitungen Y:r» Yy> Y« ®^^* 
sprechende Verschiebung des Angriffspunktes m der Kraft Q«, im Sinne 
von Q^ bedeutet, d. i. die Projektion des Weges von m auf die Eich- 
tung von Q^. Zu erinnern ist daran, dass bei Ableitung der Glei- 
chung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte nur die Er- 
füllung der Gleichgewichtsbedingungen vorausgesetzt wurde, und dass die 
Dehnungen, die Gleitungen und die ihnen entsprechenden Verschiebungen 
S von den Kräften Q, und den Spannungen a und t unabhängig zu 
denken sind und von irgend welchen anderen Ursachen herrühren 
können. 

26« — Wir setzen jetzt fest, dass s,, e^, s^, Y*» Ty> Y» ^® ^®^ 
einer gegebenen Angriffsweise des Körpers entstehenden wirklichen Deh- 
nungen und Gleitungen sind, bezeichnen mit Q^ a,, a,, a^, t,, t^, r. 
die äusseren Kräfte und Spannungen eines nur gedachten Belastungs- 
zustandes, wenden auf den letzteren und auf den wirklichen Form- 
änderungszustand die Gleichung (41) an, und erhalten die Beziehung: 

(42) ^QJ^^ =J (öTe, + alz, + g~z, + -^Yx + -^Yy + ^^Y.) dV, 

welche der für das Fach werk abgeleiteten Gleichung (13) gegenüber 
zu stellen ist, und in welcher 8^ die Projektion des wirklichen Weges 
des Punktes m auf die gedachte Kraft Q^ bedeutet. 

Die wirklichen Dehnungen und Gleitungen sollen hier nur für den 
isotropen (d. h. in allen Punkten gleichbeschaffenen) Körper angegeben 
werden. Es wird ein spannungsloser Anfangszustand angenommen. Die 
anfängliche Temperatur ändere sich im Punkte {x, y, z) um t. 

Die Seite dx des Körpertheilchens {dx dy dz) erleidet, wenn die 

Spannung o, allein wirkt, die Dehnung — - — = — ^» während die 

dx E 

bidx 
Temperaturänderung den Einfluss — - — = zt erzeugt und in Folge 

dx 

bidx (Sy-X-Cg 1 

von a« und <s^ entsteht: - — = — - — > wobei - die Werth- 

dx mE m 

Ziffer der Querdehnung (= ^ bis ^ für Eisen und Stahl) bedeutet.*) 

Das Zusammenwirken aller Ursachen ruft die Dehnung hervor: 

*) Vergl. Band I, Seite 85. 
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(43) 



e* 



E 



E 



'' = -¥- 



mE 
mE 
mE 



-j- e^ und ebenso ergiebt sich: 



während die nur von den Schubspannungen abhängigen Gleitungen 
die Werthe annehmen: 



(44) 
wobei 



Yx = 



G 



Yy = 



(45) 



G 



G 
mE 



Tc = 



G 



2 (m + 1) 
die Schub -Elasticitätszi/f er (auch Gleitmodul genannt) bedeutet.*) 



b. Anwendung der Gleichung (42). 

26. — Wir werden bei Berechnung der Stabwerke die Glei- 
chung (42) in derselben Weise benutzen wie die Gleichung (13) bei 
Untersuchung des Fachwerks. Zunächst werden wir die nach bestimmten 
Richtungen wirkenden Seitenkräfte C der Stützenwiderstände sowie die 
Spannungen a und t als lineare Funktionen der gegebenen Lasten F 
und gewisser statisch nicht bestimmbarer Grössen X\ X'\ X'" . . . 
darstellen, und zwar in der Form: 

c = Co — er - c"x" — c'^r' - 



(46) 



Cy = Öyjj ^y Ji. Qy A. Qy A 

<j. = a^ — (j.X — ff, X — ff, A — 
'z^ = 'z^ — '^^X—Z:,X—x,X — 

^^ / ^/ f/ -»7-" '" -rr'" 

T^ ^Mn ~~" '^w -^ '^« -^ '^w -^ ''~~ 

X'" — 



T, = T^ — T, Z — T, X 



•T, 



Die mit dem Zeiger behafteten Werthe sind Funktionen ersten Grades 
der Lasten P und uiiabhängig von den Grössen X\ X'\ .... Die 
Werthe C\ C" . . . , ff', ff" ... , t', t" . . . sind unabhängig von den 
P und X. 

Es bedeuten: 



*) Vergl. u. A. Grashof, Theorie der Elasticität und Festigkeit, 2. Auflage, 
Berlin 1878, Seite 24 und 30. 
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C\ g\ t' die Stützenwiderstände und Spannungen 

für den Zustand X' = — 1, 
C'\ g'\ t" die Stützenwid erstände und Spannungen 

für den Zustand X" = — 1 u. s. w. 

Wird nun die Gleichung (42) der Reihe nach auf die Belastungs- 
zustände: X' = — 1, X'' = — 1, . . . angewendet und jedesmal auf 
den wirklichen Verschiebungszustand, so ergeben sich die zur Berech- 
nung der Grössen X', X'\ . . . ausreichenden Bedingungen: 



(47) 



l>' =J(«.' 8. + Ö,' 8,+ 0.' 6.4-T,' T. + V Y» + f.'T.) ^y 

L"=J(a;'6,+ö;'6,+ö."6.+T;'Y,+<'7,+T;'Y.)dF 



unter L\ L" . . . die den Zuständen ^' = — 1, X" = — 1, . . . 
entsprechenden virtuellen Arbeiten der Auflagerkräfte verstanden. 

27. — Wird die durch bestimmte Dehnungen und Gleitungen 
6,, e^, s,, Y-^, Yy, Y, bedingte gegenseitige Verschiebung 8^ zweier 
Punkte m und m^ des Körpers gesucht, so bringe man in m und m^ 
zwei entgegengesetzt gleiche, in die Gerade mm^ fallende und von ein- 
ander weg gerichtete Kräfte Eins an (Fig. 9) und stelle für diesen 
gedachten Belastungszustand und für den wirklichen Verschiebungszu- 
stand die Gleichung (42) auf. Man erhält: 

(48) 1 • 8^ + Z =J (a,6, + a^Sy + cj.c. + T^Ya. + '^yTy + '^«Y*) ^^^ 

worin a, t und C Spannungen und Stützenwiderstände bedeuten, welche 
mit der Belastungseinheit des Punktpaares m, m^ im Gleichgewichte sind. 
Auf diese Weise lassen sich alle die Aufgaben behandeln, welche 
in No. 9, 10, 14 für das Fachwerk gelöst worden sind. 



c. Pas Clapeyron'sche 668^tz und die Säize von Maxwell und Betti. 

28. — Es wird vorausgesetzt, dass die äusseren und inneren Kräfte 
allmählich von Null aus wachsen, dass also auch die Umgestaltung des 
Körpers allmählich vor sich geht, ohne dass Schwingungen entstehen. 
Für jede der unendlich kleinen Formänderungen, in welche sich die 
ganze Formänderung zerlegen lässt, gilt die Gleichung (42) und es er- 
giebt sich daher die Beziehung 

(49) ^^Qdl =J((J.ds,+ (J,(ie,+cy.ds.+T,dYx+'c.^T,+'^.<^TJd^^, 

Digitized by VjOOQIC 



Allgemeinere Untersuchung fester Körper. 47 

wo Qj a„ ffy, a„, t,, t^, t, die Werthe der äusseren Kräfte und 
Spannungen in dem Augenblicke bedeuten, in welchem die Verschie- 
bungen 5 um dh zunehmen und die Dehnungen und Oleitungen um 
de,, dCy, de., d%, dYy, dy„. 

Der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (48) giebt die 
mechanische Arbeit der äiMseren Kräfte Q an, der Ausdruck rechts die 
tcirhUche Fortnänderungsarheit A des Körpers. Behält der Körper in 
jedem Punkte die anfängliche Temperatur, ist also ^ = 0, so er- 
giebt sich: 

de, = — (dcj. — — da,— — daj; dT.= -t., also 
a^de, + c^d&, + a,de, + x^dy, + T^d y^ + x.dy, 

= ■]^[^'^^* + ^^^^y + ^'«^<^* — -^- ^K<J' + <^>-<^' + <^'^y)J 

und hieraus durch Integration: 

(50) ^ = i-y[a,«4.a,*4-a.*-|- M. + 5.5, + «.<:,)] '^J 

Nun gilt aber auch andererseits die Gleichung: 
2^5 = J (cr.e, + c^^y + cJ.e, + t,y» + -^y Yy + '^.Y.) dV, 

und diese lässt sich leicht umformen in 

Sg8 = 2A, 
Da nun, nach (50), ^ l Qdh ^= A ist, so ergiebt sich: 
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^/ 



2/ Qdh = :2 



2 



und hieraus folgt , dass das in No. 8 für das Fachwerk bewiesene 
Clapeyron' sehe Gesetz auch für den isotropen festen Körper gilt. 

Ans der Gültigkeit des Clapeyron'schen Gesetzes folgt aber auch 
ohne weiteres diejenige des in No. 1 7 für den Fall ^ = und L = 
abgeleiteten Maxwell' Gehen Lehrsatzes. 

29. — um den Maxwell'schen 3&tz noch auf eine ähnliche Weise 
wie in No. 18 als besonderen Fall des allgemeineren Gesetzes von Betti 
herzuleiten, nehmen wir an, dass auf den Körper zuerst beliebige Be- 
lastungen Pm wirken. Den Körper denken wir durch drei einander 
rechtwinklig schneidende Flächen -Schaaren in unendlich kleine Theilchen 
zerlegt, in deren Seitenflächen nur Normalspannungen auftreten, welche 
dann Hauptspannungen heissen und mit (Jj', cJj', ög' bezeichnet werden 
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind (wegen ^ = 0) 



(51) 






die Gleitungen sind = 0. 

Jetzt ersetzen wir die Belastungen P^ durch andere Belastungen 
P^j behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Körpers bei. 



Es treten dann Normalspannungen a^ 
Dehnungen : 



^2 , ^8 auf, und diese erzeugen 



(52) 



'^ =b -\n^'^ +'^Ue 



Ausserdem werden durch die P« Schubspannungen t" und Gleitungen 
Y" hervorgerufen. 

Bezeichnen wir nun mit (8«,„) den Weg irgend einer Belastung P„ 
für den Fall, dass auf den Körper nur die Belastungen P« wirken, und 
mit (8h^) den Weg irgend einer Belastung P« in Folge ausschliesslicher 
Wirkung der P^, und wenden wir die Gleichung (42) zuerst an 
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auf den Belastungsznstand (P^) and den hiervon nnabhängigen, 
den Belastungen P„ entsprechenden Verschiebungsznstand, 

sodann : 

auf den Belastungszustand (P„) und den hiervon unabhängigen, 
den P«, entsprechenden Verschiebungszustand, 

so erhalten wir, da die Stützenwiderstände, der Voraussetzung gemäss, 

keine Arbeit verrichten, die Gleichungen: 

SP„ (8.J = J*(ai'6i" + c!,\" + öj's»") dV 

SP. (8,«) =J'K"e/ + a,"e,' + «,"£,') dV, 

bei deren Aufstellung zu beachten ist, dass den Gleitungen y" die 
Schubspannungen t' = gegenüberstehen und den Schubspannungen x'' 
die Gleitungen y' == 0. (In der ersten Veröffentlichung dieses Beweises in 
des Verfassers Buch: „Die neueren Methoden der Festigkeitslehre u. s. w." 
Seite 176 wurden die c" irrthümlich als Hauptspannungen bezeichnet.) 
Mit Hilfe von (51) und (52) lässt sich nun leicht nachweisen, dass 
/ ff t f ff I f ff ff f t ff f t " ^ ' 

ist, und deshalb auch 

SP,(8«,) = SP.(8,J. 
Hieraus aber folgt, wie auf Seite 84, als besonderer Fall: 

d. Die CaitigllaiiQ'ichen Sätze. 

80. — Betrachtet man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X 
(welche sich stets auf Kräfte zurückführen lassen) ebenso wie die P als 
unabhängige Veränderliche der Gleichungen (46); d. h. rechnet man 
die X vorübergehend zu den Belastungen, so dürfen die Werthe 
a\ a", . . . t', t", ... als Differentialquotienten der a und t aufgefesst 
werden; denn es ist 

^^. — — CJ.; ^^-- CJ,; -^._ a,; ^^ _t,...u.s.w. 

Die Gleichungen (47) lassen sich dann auf die gemeinsame Form 
bringen 

(53) -^^=]\'^Tx-^'^^'^''Tx 



Müller-BretUu, Graphische SUtik. n. 
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wobei X irgend eine der statisch nicht bestimmbaren GrOssen und Lx 
die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für den Zustand -X'= — 1 be- 
deutet Führt man für die Dehnungen und Gleitungen die durch (43) 
und (44) gegebenen Werthe ein, so gelangt man zu dem übersicht- 
lichen Gesetze: 

(54) ^-L:c=0, 

WO 

(55) A, = A -f J(cy, + cJ, + cjj e« d V 

und A gleich der wirklichen Formänderungsarbeit ist. (Siehe Glei- 
chung 50.) 

Verrichten die ßtützenwiderstände keine Arbeit (Lx = 0) und findet 
an keiner Stelle des Körpers eine Aenderung der anfänglichen Tempe- 
ratur statt {t = 0), so geht (54) über in 

und diese Gleichung sagt aus: 

da88 die statisch mcht bestimmbaren Grössen X die Form" 
änderungsarbeit A, tvdche als Funktion der zuerst unabhängig 
veränderlich gedachten Werthe X darzustellen ist, zu einem 
Minimum inachen. 
Dieses Gesetz der kleinsten Formänderungsarbeit ist zuerst von 
l;a*<^Ut u^ Ctts t igliano scharf bewiesen worden. 
Setzt man in Gleichung (41): 

wobei 2Pm8m die virtuelle Arbeit der Belastungen P„ und L diejenige 
der Stützen widerstände bedeutet, und beachtet, dass Gleichung (41) 
auch für den Fall gilt, dass die 8, s,, s^, e,, t^:, x^, x, von den Kräften Q 
unabängig sind, so findet man durch theilweise Differentiation jener 
Gleichung nach P«, bei unveränderlich angenommener Formänderung: 

und diese Beziehung lässt sich amformen in 

(57) s«=ep.-yp7; 

sie liefert, falls die Stützenwiderstände keine Arbeit leisten und t = 

Digitized by VjOOQIC 



Allgemeinere Untersachong fester Körper. 



61 



ist, das obaafiJlo von CasHgliano bewiesene Gesetz: 



(58) 



8- = 



?P«. 



Cait-^t«. 



(U^\f^ LÜA./ 



Dasselbe lässt sich auch wie folgt ableiten. Auf einen Körper mögen 
die Belastungen P«, Pj, . . . . P„, .... wirken; ihre Wege seien 
8a» 8*, . . . 8«, . . . (vergl. Seite 31). Im Falle L = und / = ist 



8« = 8„a P„ + hatPb + 

8. = 8^P„+8,,P,+ 



8„=8^P« + 8«,P,+ 



+ 8„.P« + 
^r8^P^ + 



+ 8_P^ + 



Wächst Pm um SP«., während die übrigen Belastungen ungeändert 
bleiben, so nehmen 8«, 8», ... 8^ ... zu um 

»8. = \^ dP^; db, = h^ ?P^; . . . ^8„ = 8_»P^; . • . 

und die Formänderungsarbeit A, welche ebenso gross ist wie die me* 
chanische Arbeit der äusseren Kräfte, wächst um 

^ ^ = p, ^ 8« + p, ? 8, H h ^-^ ^ 8 « H 

Man erhält 

^^ = (8_P„ + 8^P,H ^8««P^+...)?P«.. 

woftlr man (nach dem Gesetze: 8^» = 8^) auch schreiben darf: 

-^^ = 8_P, + 8^P,+ ... + 8_P^H =8^. 

Da die Gleichung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte 
nur die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen verlangt, so ist es 
erlaubt, bei Anwendung der Formeln (57) und (58) die statisch nicht 
bestimmbaren Grössen X als willkürliche Veränderliche aufzufassen. 
Differentiirt man also nach P«, so darf man nicht nur alle übrigen 
Belastungen sondern auch sämmtliche X als unveränderlich ansehen. 

Wendet man die 6^^^{üiMo'schen Bätze auf das Fachwerk an 
(welches ja nur ein besonderer Fall des eben untersuchten Körpers ist) 
so hat man zu setzen: 

(59) A,^:^^^^j^-^:^etss. 
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Formänderung ebener Fachwerke. ■ — Untersuchung der ebenen, 
statisch unbestimmten Fachwerke. 
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Bestimmnug der Formverändernngen ebener Fach- 
werke, mit Anwendungen auf die Untersuchung 
statisch unbestimmter und statisch bestimmter 

Träger. 

§1. 
Yerschiebirngspläne nach dem Yerfahren von Williot 

81. — Ein statisch bestimmtes ebenes Fachwerk sei durch ge- 
gebene Lasten beansprucht und gegebenen Temperaturlinderungen aus- 
gesetzt. Die in den Stäben hervorgerufenen Spannkräfte S^ welche 
(nach Seite 6) von den Temperaturänderungen unabhängig sind, seien 
mit Hilfe der im ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren 
gefunden, auch seien die Aenderungen A^ sämmtlicher Stablängen s 
mittels der Gleichung 

Sa 
äkS = -=7=- + 6t8 (vergl. Seite 2) 

berechnet. Gesucht seien die Verschiebungen der Knotenpunkte. — 
So lautet die Aufgabe, deren geometrische Lösung das Ziel unserer 
nächsten Untersuchungen ist. 

Die Knotenpunkte werden wir mit kleinen Buchstaben, welche die 
Stelle von Ordnungsziffern vertreten, bezeichnen, die Stäbe hingegen 
mit arabischen Ziffern. Die Längen der Stäbe 1,2,... seien = ^i, ^2) • • * » 
für ihre Aenderungen A^^, A«2» * • - n^^g^n, um übersichtliche Figuren 
zu erhalten, die kürzeren Zeichen AI, A2, . . . eingefUhrt werden. 

Wir beginnen mit der Behandlung des einfachsten und wichtigsten, 
fast alle Anwendungen umfassenden Falles, nämlich mit der Unter- 
suchung eines Fachwerks, welches man in der Weise erzeugen kann, 
dass man zu einem Stabdreieck ahc (Fig. 83) zwei neue Stäbe fügt, 
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die in einem neuen Knoten d miteinander verbunden sind, hierauf an 
zwei beliebige Knoten dieses Stabgebildes wieder zwei neue Stäbe mit 

einem neuen Knoten e anschliesst, u. s. f. 
Die Bestimmung der durch gegebene Aende- 
rungen der Stabläugen henrorgerufenen Ver- 
schiebungen der Knotenpunkte eines der- 
artigen Fachwerks stützt sich auf die Lösung 
der folgenden Aufgabe. 

82. Erste Hauptaufgabe« Der Knoten- 
punkt c ist mit den Knoten a und b durch 
zwei Stäbe 1 und 2 verbunden, deren Längen 
8i und 8^ sich um die gegebenen Strecken AI und A2 ändern, wäh- 
rend sich die Punkte a und b in die neuen Lagen a und b' bewegen. 
Gesucht ist die Verschiebung cc' des Punktes e (der mit a und b nicht 
in derselben Geraden liegen darf). Fig. 34a. 

um die neue Lage von c durch Zeichnung zu bestimmen, löse 
man bei c die Verbindung beider Stäbe, verschiebe den Stab 1 parallel 




7ig. 88. 





;.:i>c' 



Flg. 34 a. 



Fig. 84b. 



mit sich selbst in die Lage a'c^ und den Stab 2 parallel mit sich 
selbst in die Lage b'c^» Hierauf ändere man die Längen der Stäbe 
in der vorgeschriebenen Weise. Wird z. B. der Stab 1 gedehnt, der 
Stab 2 verkürzt, so verlängere man ae^ um {7^03 = AI und bringe 
von b'c^ die Strecke c^c^= ä2 in Abzug. Nun schlage man mit den 
neuen Stablängen a'c^ und b'c^ als Halbmesser Kreisbögen, deren 
Mittelpunkte a' und b' sind. Der Schnittpunkt e' jener Bögen giebt 
die gesuchte neue Lage des Punktes c an. In dem hier vorausgesetzten 
Falle verschwindend kleiner Verschiebungen dürfen die Kreisbögen c^gc' 
und c^c* durch die auf den Geraden a'c^ und b^c^ errichteten Lothe 
ersetzt werden. 
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Es empfiehlt sich nun, die Verschiebung cc' in einer besonderen 
Figur und in gehöriger Vergrösserung darzustellen. Von einem beliebig 
gewählten Punkte aus (welcher der Ursprung oder der Pol genannt 
wird, Fig. 34b) trage man die gegebenen Verschiebungen Oa' = aa 
und Oh' = bb' der Punkte a und b nach Grösse, Richtung und Sinn 
auf. An die Pciatrahlen Oa und Ob' füge man in a und b' die den 
Stäben 1 und 2 parallelen Längenänderungen AI und A2 und errichte 
in den Endpunkten der letzteren Lothe, deren Schnittpunkt c dann die 
yerlangte Verschiebung des Punktes c bestimmt; dieselbe wird nach 
Or()S8e, Richtung und Sinn durch den Polstrahl Oc dargestellt. 

Besonders zu achten ist auf den Sinn, in welchem die Längen- 
änderungen AI und A2 anzutragen sind. Man merke Folgendes: 

Ist der Knoten c mit a durch einen Stab 1 verbunden, wdcher 
gedehnt wird, so verschiebt sich c gegen a im Sinne ac, und es 
muss deshalb Ai an a im Sinne ae gefügt werden, 

Ist der Knoten c mit b durch einen Stab 2 verbunden^ welcher 
verkürzt wird, so verschiebt sich c gegen b im Sinne cb, und 
es muss deshalb £i2 an b' im Sinne cb angetragen werden. 
Durch wiederholte Lösung der eben behandelten Aufgabe ist man 
im Stande, die Verschiebungen der Knotenpunkte einer gegliederten 
Scheibe von der in No. 81 beschriebenen Art für den Fall zu bestimmen, 
dass die Richtungslinie eines Stabes (der im allgemeinen einem der bei- 
den Dreiecke abc und abd, Fig. 33, angehören muss) ungeändert bleibt 
und die Verschiebung eines Punktes der (Mittellinie\ dieses Stabes gleich 




w ^ ä 




'"-V 



Fig. 85 a. 



Fig. 85b. 



Null ist. Als Beispiel wählen wir das in der Figur 35 a dargestellte 
Fachwerk und setzen voraus, dass der Punkt a und die Richtung des 
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Stabes 1 festliegen. Die in der Figur mit dem Zeichen (-{-) yersehenen 
Stäbe 8, 5, 6 mögen Dehnungen, alle übrigen aber Verkürzungen er- 
leiden. 

Punkt in Fig. 35 b ist der beliebig angenommene Pol. Die 
Verschiebung von a ist gleich Null, mithin fällt der Punkt a mit 
zusammen. Die Verschiebung Oh' des Punktes h ist gleich der Ver- 
kürzung AI des Stabes 1. Der Knoten c wird mit a durch den Stab 
2 und mit h durch den Stab 3 verbunden, er nähert sich a um A2 
und entfernt sich von h um A8. Trägt man also an a im Sinne ca 
die Strecke A2 || 2 an und an h' im Sinne hc die Strecke A3 || 3 und 
errichtet auf diesen Strecken in ihren Endpunkten Lothe, so bestimmt 
deren Schnittpunkt die Verschiebung Oc des Punktes c. Der Knoten 
d ist mit a und c durch 4 bezieh. 5 verbunden, seine Verschiebung 
Od' erhält man, wenn man A4 || 4 an a im Sinne da anträgt, ferner 
A 5 II 5 an c' im Sinne cd, und auf A4 und A5 in deren Endpunkten 
Lothe errichtet, deren Schnittpunkt der Punkt d' ist. Auf dieselbe 
Weise wird Punkt e' bestimmt. 

Die Figur 35b, deren Polstrahlen Oh\ Oc\ .... nach Grösse, 
Richtung und Sinn die Verschiebungen der Knoten &, c, . . . . dar- 
stellen, nennen wir den Verschiebungsplan des Fachwerks abcde oder 
auch — nach dem Erfinder des vorstehenden Verfahrens — einen 
WiUiot'schen Verschiebungsplan. 

88. Zusammensetsiing der VerBohiebungen in Folge von 
zwei getrennt betrachteten, verschwindend kleinen Bewegungen. 
— Bewegung einer starren Scheibe. Will man die Formveränderung 
einer irgendwie gestützten, gegliederten Scheibe, die aber äusserlich 
statisch bestimmt sein möge, untersuchen, so nehme man zuerst die 
Richtung eines Stabes und einen Punkt der Achse dieses Stabes als 
festliegend an, zeichne den Verschiebungsplan auf die vorhin beschrie- 
bene Weise, und ertheile hierauf der Scheibe — die 
jetzt als starr anzusehen ist — eine Bewegung, 
durch welche die wirklichen Auflagerbedingungen 
erfüllt werden. Den Weg, den irgend ein Kno-"~ 
tenpunkt m in Folge dieser zweiten Bewegung 
zurücklegt, stelle man durch einen Polstrahl m"0 
(Fig. 36) dar, der nach dem Pole hinzeigt, weil 
hierdurch die Zusammensetzung dieser Verschiebung 
Flg. 86. mit der zuerst gefundenen elastischen Verschie- 

bung Om' erleichtert wird. Denn es giebt nun 
die Strecke m"m' nach Grösse, Bichtung und Sinn den Weg des Kno- 
tens m für den Fall an, dass die beiden getrennt betrachteten Be- 
wegungen gleichzeitig erfolgen. 
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Die Verschiebnngen der Punkte einer starren Scheibe erhält man i 
unmittelbar durch Anwendung des Satzes, dass sich jede verschwindend 
kleine Bewegung einer starren Figur auf eine Drehbewegung um einen 
festen Punkt $ zurückführen lässt (vergl. Band I, Seite 201). Stellen 
nämlich die Polstrahlen a''0, b''0, c"0, . . . (Fig. 87) nach Grösse, 
Richtung und Sinn die Verschiebungen der Knoten a, 6, c, . . . dar, 
so muss sein 

(I) a"ÖJ.a$; b"ö_L6^; c"0_Lc$ß; ; 




Flg. 37. 



denn die Bichtung der Verschiebung eines jeden Punktes einer starren 
Figur ist rechtwinklig zu der Geraden, welche diesen Punkt mit dem 
augenblicklichen Drehpunkte verbindet, und weiter ergiebt sich 

(U) a^iirö: c^: = <i$ : 6$ : ^: ; 

weil sich die Verschiebnngen der Punkte a, &, c, . . . zu einander ver- 
halten wie die entsprechenden Geschwindigkeiten und die letzteren wie 
die Entfernungen der Punkte vom Drehpol $. 

Aus den Beziehungen (I) und (11) folgt aber: 



1. Verbindet man die Funkle a , b 



des Verschiebunga- 



planes so durch gerade Linien, dass jedem Fachwerkstdbe ik 
eine Gerade i"k" entspricht, so bilden diese Geraden eine Figur, 
welche der sich bewegenden starren Scheibe ähnlich ist. 

2, Die Verbindungsgerade zweier beliebiger Punkte m, n der 
Scheibe ist rechtwinklig zu der Verbindungsgeradelt der ent- 
sprechenden Punkte m", n\ (Es ist beispielsweise in Fig, 37: 



a"b" \_ ab; 



tr ff 

a e 



L ae.) 

Hat man also mit Hilfe der Anflagerbedingungen zwei Punkte der 
. bestimmt, so ist man im Stande, diese Figur zu 
zeichnen. 



— i, ff^ff ff 

Figur a b c 



Digitized by VjOOQIC 



62 



Erster Abschnitt — § 1. 



Es sei noch herForgehoben, dass sich die yorstehenden Ergebnisse auch 
aus den in No. 82 entwickelten Gesetzen ableiten lassen. Werden beispiels- 
weise die Aenderungen A5, A6, A7 der Seiten des Stabdreiecks cde m Fig. 35a 
gleich Null angenommen, so entspricht diesem Dreieck in der Fig. 85 b ein 
ähnliches Dreieck c'd'0', dessen Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden 
Seiten des Dreiecks cde sind. Auch aus Fig. 34 folgt ohne weiteres, dass der 
Verbindungsgeraden zweier starr mit einander verbundener Punkte a und c 
(wegen A1=0) im Verschiebungsplane eine zu ac rechtwinklige Gerade a'e' 
entspricht. 1 

84. Faohwerkträrär mit einem festen und einem beweg- 
lichen Aiiflagergelenk« Gesacht ist der Verschiebnngsplan des in 
der Fig. 88a dargestellten Trägers, der bei a ein festes und bei g ein 
anf schräger Bahn geftlhrtes Auflagergelenk besitzt. Die mit dem 
Zeichen (-j-) versehenen Stäbe mögen Verlängerungen erleiden. 

Wird zuerst die Richtung des 
Stabes 1 als festliegend vorausge* 
setzt, so lassen sich die von den 
gegebenen Aenderungen der Stab- 
längen herrührenden elastischen Ver- 
schiebungen Ob\ Oc\ . . . Og' der 
Knotenpunkte b, c, . . . g auf die in 
No. 32 beschriebene Weise bestimmen. 
Dieselben müssen noch mit denjenigen 
Verschiebungen 6"0, c"0, , . , g" 
zusammengesetzt werden, welche die 
Knotenpunkte erfahren, wenn das 
starre Fachwerk so um a gedreht 
wird, dass sich für den auf einer 
festen Geraden geführten Punkt g 
eine Gesammtverschiebung g"g' er- 
giebt, welche zu dieser Geraden pa- 
rallel ist. Die von den Punkten 
a\ h'\ c\...g" gebildete, der 
Figur abcdefg ähnliche Figur 
a'b" c" d" t'f g" ist demnach durch 
die Bedingungen bestimmt, dass a" 
mit a zusammenÜEtllen muss, weil a 
ruht, und dass femer a'g"\_ ag 
und g"g' parallel zur Bahn des Auf- 
lagergelenkes g sein muss. Die (in 
der Fig. nicht ausgezogenen) Strecken 
b"b\ c"c\ . . . g'g' stellen nach Grösse, Richtung imd Sinn die ge- 
suchten Verschiebungen der Knotenpunkte ^, c, , . . g dar. 

* Der S-tab 11, Ist in fij. 38Tb VtrickentlicJx ^S zuqSial> 
Siait a.U ävuckstah ibeh (xni^ r /* »vorc/dn . ^'^itized byV^OO^ 
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Meistens ist es zweckmässig, zuerst einen Knotenpunkt in der Nähe 
d^ Trägermitte und einen von diesem Punkte ausgehenden Stab fest- 
zuhalten, weil sich nach dem in Fig. 38 befolgten Verfahren für die 
vom festen Auflager entfernter liegenden Knotenpunkte zuweilen sehr 
grosse elastische Verschiebungen ergeben. Als zweites Beispiel ist des- 
halb in Eig. 39 der Verschiebungsplan eines einfachen Fachwerkbalkens 
Yorgeftlhrt worden. Zuerst wurde der Knoten a und die Bichtung des 
Stabes 1 festgehalten, und die Lage der Punkte b\ c,....h' ermittelt, 
wobei, der Deutlichkeit der Figur wegen, die Zeichen AI, A2, . . . durch 
die blossen Ziffern 1, 2, . . . ersetzt worden sind. Hierauf wurde die 
der Figur hgadechf ähnliche Figur h" g" a" d" e" c' h" f mit Hilfe 
der Bedingungen bestimmt, dass 

erstens W mit h' zusammenfallen muss, weil die Verschiebung 
von h gleich Null ist, 

zweitens e'e' wagerecht sein muss, weil sich e auf einer Wage- 
rechten bewegt, 

drittens h" e" I he sein muss. 




-p^' 



Flg. 89 



Damit sind die Verschiebungen h b , c c , ... . der Knotenpunkte 
bj c, . . . gegeben. 
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Projicirt man die Pankte h\ g\ a\ d\ e in A^, g^^ Oq, {2q, e^ 
auf die Senkrechten durch die entsprechenden Knotenpunkte h, g^ a, d, e- 
und verbindet Hq und e^ durch eine Gerade, welche jene Senkrechten 
in g''\ a'\ d'" schneiden mögen, so geben die Strecken ^'"po» * '^'o» 
d"' d^ an, um wie viel sich die Knotenpunkte g^ a^ d m senkrechter 
Bichtung verschieben. Man nennt diese Projektionen der Oesatnmt- 
Verschiebungen auch Durchbiegungen und beispielsweise ^''Vo ^^® senk- 
rechte Durchbiegung des Fachwerks an der Steüe g. 

Das Polygon Aq ^q ^o ^o ^o ^^isst Biegungspolygon oder Biegungslinie 
der unteren Gurtung und die Gerade hf^e^ die SchlusaUnie. Wird nur 
das Polygon h^g^a^^d^CQ verlangt (was häufig der Fall ist), so braucht 
in dem hier vorliegenden wichtigen Falle eines Trägers mit wagerechter 
Auflagerbahn die Figur h" g* a" d" e" c" h" f nicht gezeichnet zu werden. 

86. Gtorber'soher Faohwerkbalken. Es sind zwei Fälle zu 
unterscheiden. 1. Die schwebenden Theile werden, nach dem Vor- 
schlage Gerber*s, gelenkartig mit den gestützten Theilen verbunden. 
2. Jeder schwebende Theil wird (wie ein einfacher Balken) an dem 
einen Ende mit einem festen, an dem anderen mit einem beweglichen 
Auflagergelenke versehen. Im ersten Falle darf auf den Pfeilern nur 
ein festes Lager angeordnet werden; alle übrigen Lager müssen be- 
weglich sein. Im zweiten Falle erhält jeder der gestützten Theile ein 



a^^ 



^m^'^-'W^-'—r^ 




s<^ 






Oc' 




9<i 
JT 




ö,. 



Fig. 40. 



festes und ein bewegliches Auflagergelenk. (Vergl. Band I, Seite 92, 
Fig. 86 und Seite 342, Fig. 351.) 
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Ein Beispiel für die erste Anordnung zeigt die Figur 40. Die 
schwebenden Theile II nnd IV sind mit den gestützten Theilen I und /// 
durch die Gelenke c, d, g verbunden. Das Aufiagergelenk a ist fest, 
wfthrend sich die Auflagergelenke b, e, f, h auf wagerechten Bahnen 
bewegen können. Die Darstellung der durch gegebene Aenderungen 
der Stablftngen bedingten Verschiebungen: der Knotenpunkte erfolgt 
zweckmässig in yier getrennten Figuren, entsprechend den vier Schei- 
ben J, J/, ///, IV, Zuerst nehme man von jeder Scheibe einen be- 
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, bestimme dia elastischen Verschiebungen der 
Knotenpunkte auf die in No. 82 angegebene Weise und ertheile hierauf 
den nunmehr als starre Gebilde anzusehenden Scheiben Bewegungen, 
durch welche die Auflagerbedingungen erfüllt werden und der Zusammen- 
hang der Scheiben in den Punkten c, d, g wieder hergestellt wird. 
Der erste Theil dieser Untersuchung — die Bestimmung des irgend 
einem Knoten m entsprechenden Punktes m' — ist bereits durch mehrere 
Beispiele erläutert worden, und es sind deshalb in die Fig. 40 nur die 
wichtigsten dieser Punkte eingetragen worden, nämlich: 

die Punkte c\ d' des Verschiebungsplanes für die Scheibe //, 

>i >» ^ > ^ > / > 5^ »♦ »> »I »» » iii^ 

» »> y > '* >i »> >» »> »> -' ' • 

Der Verschiebungsplan für die Scheibe I wurde überhaupt fort- 
gelassen, da dieses Trägerstück ein festes und ein bewegliches Auflager- 
gelenk besitzt, mithin ganz nach No. 34 behandelt werden kann. Es 
bleibt jetzt nur noch zu erläutern, wie die den Figuren cid, defg, ghh 
ähnlichen Figuren c'x'd", d" e'f g\ g"k"h" zu bestimmen sind. 

Der Punkt c' des Planes II ist durch die dem Plane I zu ent- 
nehmende Verschiebung c" c des Gelenkes c gegeben; von d" ist vor- 
läufig nur bekannt, dass c" d" \_cd sein muss. Im Plane /// liegt e" 
auf der Wagerechten durch e\ und f auf der Wagerechten durch f\ 
weil sich die Auflagergelenke e und f auf wagerechten Bahnen bewegen. 
Bedeuten w^ und w^ die in senkrechter Eichtung gemessenen Abstände 
der Punkte d" und e'\ beziehungsweise e" und f\ femer m?i, w^ die 
in wagerechter Richtung gemessenen Entfernungen der entsprechenden 
Punkte dy e, f, so verhält sich 

und mittels dieser Beziehung lässt sich tc^ = W2 -^ bestimmen und 

damit auch die Lage der in Fig. 40 strichpunktirten Wagerechten, auf 
welcher der Punkt d" liegen muss. Diesen Punkt selbst aber findet 
man, indem man c'd' aus dem Plane // in -den Plan /// überträgt 
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und c''d" J__cd zieht. Ist noch mit Hilfe der Geraden d"ei^' Ji_de der 
Punkt e" ermittelt worden, so sind zwei Punkte der Figur d" e'f g" 
bekannt, und damit ist diese Figur yoliständig bestimmt. — Nun über- 
trägt man d' d" aus Hl in den Plan II und zeichnet die Figur c'i" d'\ 
macht hierauf in IV die Strecke g' g' gleich und parallel der ebenso 
bezeichneten Strecke des Planes Uly zieht g"^" \_gh, bis zur Wage- 
rechten durch W und erhält auf diese Weise zwei Punkte der nunmehr 
bestimmten Figur g"k"h'\ 

Ein Beispiel für die zweite Anordnung ist in der Fig. 41 darge- 
stellt worden. Bei a und g wird der Träger durch feste, bei h und f 
durch bewegliche AuHagergelenke (letztere mit wagerechten Bahnen) 
unterstützt. Der schwebende Theil // ist bei c durch ein Mittelgelenk 
mit I verbunden und erhält bei d ein wagerechtes Gleitlager. Die 



V 



Fig. 41. 



Verschiebungspläne für die Scheiben 7 und III werden nach No. 34 
gezeichnet. Von der Scheibe II nehme man zuerst wieder einen be- 
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, und ertheile hierauf dieser Scheibe eine Be- 
wegung, durch welche bei c der Zusammenhang der Scheiben I und II 
wieder hergestellt und der Bedingung genügt wird, dass die senk- 
rechten Projektionen der Verschiebungen der Punkte d und e gleich 
gross werden. Hiemach findet man die der Figur ckd ähnliche Figur 
c"k"d" auf die folgende Weise. Man macht die Strecke c'c nach 
Grösse, Bichtung und Sinn gleich dem durch den Verschiebungsplan 
für die Scheibe I gegebenen Wege des Knotens c und die Strecke e'd' 
gleich der aus dem Plane für die Scheibe III zu entnehmenden Ver- 
schiebung des Punktes c. Hierauf zieht man e"d" ^cd bis zur Wage-' 
rechten durch e" und erhält in der Strecke d'' d' nach Grösse, Rich- 
tung und Sinn die Verschiebung von d. Die Figur c'k"d" ist durch 
die beiden Punkte c" und d" vollständig bestimmt. 

86. Bogenträger mit drei Gtelenken. Die beiden gegliederten 
Scheiben I und II, welche bei a und h feste Auflagergelenke besitzen 
und bei c durch ein Mittelgelenk miteinander verbünden sind, werden 
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Fig. 42. 



und c 



e" stehen die folgenden Be* 



zuerst getrennt untersuchti wobei von jeder Scheibe ein beliebiger Punkt 
und die Bichtung eines durch diesen Punkt gehenden Stabes als fest- 
liegend angesehen werden. 
Hierauf werden den als starr 
anzusehenden Scheiben Be- 
wegungen ertheilt, welche 
die Auflagerbedingungen be- 
friedigen und den Zusam- 
menhang der Scheiben bei 
c wieder herstellen. Fig. 42 
giebt nur die Lage der den 
Gelenken a, h^ c entsprechen- 
den Punkte a\ b\ c der 
beiden Verschiebungspläne J 
und II an; die den übrigen 
Knoten m entsprechenden 
Punkte m wurden fortge- 
lassen. Zur Bestimmung 
der den Figuren acd und 
hce ähnlichen Figuren a" c' d' 
dingungen zur Verfügung: 

1. Die Verschiebung a" a von a ist gleich Null; mithin muss 
a" mit a zusammenfallen. 

2. Aus gleichem Grunde muss h" mit V zusammenfallen. 

3. Im Plane J muss sein: a"c"J__ac und im -Plane 77: 
h''c''_\_ hc. 

4. Die Pläne 7 und 77 müssen für die Veirschiebung yon c 
denselben Werth c"c' liefern. 

Man lege nun im Plane 7 durch a eine zu ac rechtwinklige Ge- 
rade, ziehe durch c' zu ac eine Parallele, welche jene Gerade in k 
schneidet und bestimme auf diese Weise die Projektion kc der Ver- 
schiebung c'c' auf die Bichtung ac. Diese Projektion übertrage man 
in den Plan 77, errichte hier in k auf c'k ein Loth und bestimme 
dessen Schnittpunkt c'' mit der durch b" rechtwinklig zu 5c gezogenen 
Geraden b''c'\ Jetzt ist die Figur fc"c"e" gegeben, da zwei Punkte 
derselben bekannt sind, üeberträgt man noch ke" aus dem Plane 77 
in den Plan 7, so kennt man auch zwei Punkte (a'' und c") der Figur 
a" c" d'\ kann also auch diese Figur zeichnen. Auch lässt sich im 
plane 77 die Projektion ic von c" c auf die Bichtung bc finden und 
in den Plan 7 übertragen, worauf dann c' mittels c'i \_ci bestimmt 
werden kann. 
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87. — Dem in No. 3 1 beschriebenen and als Fachwerk ein&chster 
Art bezeichneten Stabgebilde Iftsst sich ein sehr wichtiges Scheibenge- 
bilde Ton ähnlicher Entstehungsweise an die Seite stellen. Man erhält 
dasselbe, indem man drei gegliederte Scheiben 7, //, /// durch drei 
Mittelgelenke g^, g^, g^ zu einem Scheibendreieek vereinigt (Fig. 48), 
an dieses zwei weitere Scheiben IV und F, die' in einem Gelenke g^ 
aneinanderhängen, mittels zweier Gelenke g^ und g^ anschliesst, in der- 
selben Weise zwei neue Scheiben VI und VII hinzufügt und so fort- 
&hrt. Sind sämmtliche Scheiben Fachwerke Ton der in No. 81 ange- 
gebenen Art, so ist es möglich, den Verschiebungsplan des Gebildes 
durch wiederholte LOsung der in No. 82 behandelten Aufgabe zunächst 
unter der Voraussetzung zu erhalten, dass nur die Richtung eines Stabes 




Flg. 43. Fig. 44. 

(der im Allgemeinen dem Scheibendreiecke III III angehören muss) und 
ein Punkt in der Achse dieses Stabes festliegen, und hierauf können dann 
mit Hilfe von No. 88 auch solche Fälle erledigt werden, in denen das Ge- 
bilde in anderer, aber ebenfalls statisch bestimmter Weise gestützt wird. 
Soll z. B. das in Fig. 43 dargestellte Fachwerk untersucht werden, 
und gehört der Stab, dessen Eichtungslinie zunächst festgehalten wird, 
der Scheibe 7 an, so denke man die übrigen Scheiben auf die in der 
Fig. 44 angegebene Weise durch Stäbe ersetzt und schreibe diesen 
Stäben Längenänderungen zu, welche mit den wirklichen gegenseitigen 
Verschiebungen ihrer Endpunkte übereinstimmen, so dass z. B. die 
Längenänderung des gedachten Stabes g^g^ gleich der gegenseitigen 
Verschiebung des der Scheibe 77 angehörenden Punktepaares g^, g^ ist. 
Es liegt jetzt ein Fachwerk von der in No. 81 beschriebenen Art vor; 
man ist im Stande, der Reihe nach die Verschiebungen der Gelenke 
9z^ 9Bi ^6» 97 9 9s f 99 y 9io^ 9iu 9i% anzugeben, und hierauf mit Hilfe 
Ton No. 88 die wirklichen Auflagerbedingungen zu befriedigen, um 
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deD zweiten Theil dieser Aufgabe lösen zu können, müssen die Stütz- 
punkte in passender Weise mit den Gelenken durch Stäbe verbunden 
gedacht werden. Besitzt z. B. das Scheibengebilde zwei Auflagergelenke 
a und b (yon denen das eine fest, das andere beweglich sein muss), so 
sind noch die Stäbe ag^^, ^^is» ^^lo» ^^12 hinzuzufügen. 

Der auf dem angegebenen Wege erhaltene Verschiebungsplan soll 
kurz der Plan I heissen; er enthält die den wirklichen Auflagerbe- 
dingungen entsprechenden Verschiebungen m"m' sämmtlicher Knoten- 
punkte m der Scheibe J, die Verschiebungen g"g' sämmtlicher Mittel- 
gelenke g und die Verschiebung des beweglichen Auflagergelenks. 

Um nun die zur Anfertigung des Planes / erforderlichen Längen- 
änderungen der gedachten Stäbe zu erhalten, muss im Allgemeinen für 
jede einzelne Scheibe ein besonderer Verschiebungsplan unter der Vor- 
aussetzung gezeichnet werden, dass die Richtung eines Stabes der frag- 
lichen Scheibe und ein Punkt in der Achse dieses Stabes festb'egen. 
Fig. 45 stellt einen Theil des auf diese Weise für die Scheibe III er- 
haltenen Planes (kurz Plan /// genannt) vor; er dient zur Bestimmung 
der Aenderungen Hgig^), ^(9s9ii)f ^(ffii9i) der Entfernungen g^g^y 
g^giit ^11^1* Behufs Ermittelung von ^{gig^\ projicire man die Polstrahlen 
Ogi und Og^' in Og^ und Og^ auf eine zur g^g^ parallele Gerade 1 — 8. 
Es stellt dann Og^ die Verschiebung von g^ in der Bichtung g^ g^ dar, 
femer Og^ die Verschie- y/ 

bung von g^ in derselben 
Bichtung und es giebt 
mithin die Strecke 

919^^=" ^i9i9z) 
die gegenseitige Verschie* 
bung des Punktepaares 
<7ii 9i ftzi; sie li&t densel- 
ben Sinn wie die Strecke 
g^g^ und bedeutet des- 
halb eine Verlängerung 
dee gedachten Stabes g^g^ . 
Auf dieselbe Weise wird 
der Werth ^{g^gn) durch 
Projidren der Punkte g^' 
und gii auf die zur 
g^gii parallele Gerade 
8 — 11 gefunden und ^{gign) mittels der Projektionen von g^ und 
^ii' auf die Gerade 1 — 11. Für ^{gign) ergab sich in der Fig. 45 
ein positiver Werth, für ^{g^gn) hingegen ein negativer, so dass dem 
gedachten Stabe ^3^11 ^^^^ Verkürzung zuzuschreiben ist. 
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9s 9s 9 9ii 

ähnliche Figur 9\ 9s ^' 9\ 



Der in Fig. 45 ftLr die Seheibe III gezeichnete Einzelplan läset < 
sich mit Vortheil yerwerthen, nm nach YoUendong des Planes I die; 
wirklichen Verschiebungen t"t sämmtlicher Knoten r dieser Scheibe j 
darzustellen. Zn diesem Zwecke übertrage man die im Plane I ftlri 
die Gelenke j^^, ^3, g^x gefiondenen wirklichen Verschiebongen 9x'gi\\ 
gii in den Plan III und zeichne hierauf die der Scheibe III t 
1", welche bereits durch zwei der Punkte j 
9i 9 9s f 9ii bestimmt wird, so dass man die Schärfe der Zeichnung, 
leicht prüfen kann. Hat man nämlich g^'g^^ 9s'9s^ 9ii'9ii ^'^' 
Plan I in Plan III übertragen, so muss bei sorgfältiger Zeichnung sein: .' 

9i 9s 1.9i9sf 9s 9ii J-9s9ii ^^^ 9ii 9i JL9ii9v 

ZaMenbeigpiel. Zur Erlänterang untersnchen wir den auf Tafel 1 im 
Maaasstabe 1 : 100 aufgetragenen Dachbinder, und zwar zunächst mit Hilfe 1 
des allgemeinen VerfohrenB. Auf die im Torliegenden und in vielen anderen ! 
Fällen möglichen Vereinfachungen werden wir an geeigneter Stelle hinweisen, j 
Die von dem Eigengewichte des Dachstuhls und dem Schnee herrührende ' 
senkrechte Belastung jedes der mittleren Knotenpunkte betrage 1125*, jedes - 
Endknotens: 1 1125''. Der auf jedes Feld der linken Dachhälfte wirkende \ 
Winddruck sei =:700''. Die mit Hilfe eines Cremona*8chen Kräfteplanes (der 
hier nicht wiedergegeben worden ist) erhaltenen Spannkräfte 8, sowie die 
Stablängen «, Querschnitte F (ohne Abzug für NietlOcher) und Längenände- 

rnngen A8 = -=1= sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt worden. Tem- ! 

JSiJf I 

peraturänderungen blieben unberücksichtigt. Die Elasticitätsziffer wurde (für ' 
Stabeisen): ^=1^00000'' f. d. qem angenommen.'^ Zur besseren üebendcht wu]> 



den die Aa (in Millimetern) auol: 


i in das Trägemetz auf Tafel 1 eingeschrieben. 


Linke Trägerhälfte 




Rechte 


Trägerhälfte 


Stab 


8 


F 


8 


äa 


Stab 


8 


F 


8 


ti8 


1 


— 9910 


44 


212 


— 0,27 


1' 


— 9530 


44 


212 


— 0,26 


2 


— 9110 


44 


212 


— 0,24 


2' 


— 8780 


44 


212 


— 0,28 


3 


— 8820 


44 


212 


-0,22 


8' 


-7940 


44 


212 


— 0,21 


4 


— 7520 


44 


212 


— 0,20 


4' 


— 7140 


44 


212 


— 0,19 


5 


_ 


f-8970 


13 


245 


_ 


h0,94 


5' 


+ 6970 

+ 6170 


18 


245 


+ 0,78 


6 


- 


- 7470 


13 


245 


- 


-0,78 


6' 


13 


245 


--0,66 


7 


- 


-4110 


12 


254 


- 


-0,48 












8 


_ 


f-4210 


12 


245 


- 


-0,48 


8' 


--2820 
-{-8620 


12 


245 


+ 0,82 


9 


- 


1-5710 


12 


245 


- 


hO,65 


9' 


12 


245 


+ 0,41 


10 — 1500 


9 


122 


— 0,11 


10' 


— 800 


9 


122 


— 0,06 


11 + 1500 


5 


245 


+ 0,41 


11' 


+ 800 


5 


245 


+ 0,22 


12 i —8000 


16 


245 


— 0,26 


12' 


— 1600 


16 


245 


— 0,14 


18 . +1500 


5 


245 


+ 0,41 


18' 


+ 800 


5 


245 


+ 0,22 


14 , —1500 


9 


122 


-0,11 


14' 


— 800 


9 


122 


— 0,06 . 




; 


cüogr. 


qcm. 


cm. 




mm. 




küogr. 


qcm. 


cm* 


mm. 



*) Bei Berechnung Ton FormTerftnderungen empfiehlt es sich im Allgemeinen, 
E nicht zu hoch anzunehmen, um den schwierig zu berechnenden Rinfluss der Ver- 
schwächung durch Niete und das Nachgeben der Verbindungen zu berücksichtigen. 
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Venduebungspläiie. 7 1 

Der za untersuchende Träger besteht aus den beiden gegliederten Schei- 
ben aeh und iqh, welche kurz mit / und II bezeichnet werden sollen und 
die mittels des Gelenkes h und des Stabes ai mit einander verbunden sind. 

Zuerst wurde in Fig. 47 der Yerschiebungsplan für die Scheibe / unter 
der Voraussetzung aufgetragen, dass der Knoten a und die Richtung des Stabes 
ab festliegen. Sämmtliche Verschiebungen wurden in zwanzigfacher Ver- 
grOsserung g^eichnet ist der beliebig angenommene Pol. a' fällt mit 
zosammen. Die Verschiebung 0&' des Punktes b ist gleich der Längenände* 
rung Ä 12 des Stabes 12. Die Punkte e\ d\ e ferner f, g\ W wurden nach 
dem in No. 82 beschriebenen Verfahren bestimmt. Hierauf wurde der (roth 
ausgezogene) Verschiebung^splan II für die Scheibe 11 in Angriff genommen, 
vorerst für den Fall, dass Punkt % und die Richtung des Stabes ik festgehalten 
werden. Nach Ermittelung der Punkte h\ l\ m\ q' und n\ p\ h' konnte 
die Aendernng ä(hi) der Entfernung ^t als Projektion der Strecke h'i' auf 
eine zu hi parallele Gerade angegeben werden und ebenso die Aenderungen 
^{iq) und ^(hq) der Abstände iq und hq. [Im Torliegenden Falle wäre aller- 
dings hierzu die Aufzeichnung des Planes // nicht nöthig gewesen, denn es 
ist offenbar A(/*t) gleich der Summe der Längenänderungen der Stäbe 9' und 8', 
d. h. A(Ät) = -f 0,41 + 0,82 = + 0,78*"«» und ebenso findet man ohne weiteres: 
A (Ä^) = A4' + A3' + A2' + A 1' = — 0,19 — 0,21 — 0,23 — 0,26 = — 0,89-- 
und A(ty.) = A6'+ A5'= + 0,65 + 0,78 = + 1,88--]. 

Jetzt war es möglich, den Plan / zu vollenden. Mit Hilfe von A(Ai) 
und A7 wurde die Lage von i\ femer mittels A(A^) und ti(iq) die Lage von 
q gefunden und hierauf den Auflagerbedingungen genügt. Da e festliegt 
und q auf einer Wagerechten geführt wird, so fällt e*' mit e zusammen, 
während q" der Schnittpunkt der rechtwinklig zu eq gezogenen Geraden e'q" 
mit der Wagerechten durch q' ist. Durch die Punkte e* und q" ist die dem 
gegebenen Fachwerke ähnliche Figur e'd'"b'*g"h"f'a'i"q" vollständig be- 
stimmt, und damit sind auch die Verschiebungen sämmtlicher Knoten der 
Scheibe / sowie diejenigen der Punkte • und q gegeben. 

Behufs Darstellung der Verschiebungen der Knotenpunkte der Scheibe II 
wurden die Verschiebungen q'q* und h^h' aus Plan / in II übertragen und auf 
diese Weise zwei Punkte der Figur q" n\* k" p" h" n" %* V gefunden. Bei sorg- 
fältiger Zeichnung muss q'h"_\_qh sein, femer muss die Verschiebung t"t' 
mit der bereits im Plane / erhaltenen Verschiebung %"% nach Grösse und 
Richtung übereinstimmen. [Wegen der geraden Gurtung hk hätte man auch 
im Plane I einen Punkt k' mit Hilfe von A12' und A(Äit) = — 0,19 — 0,21 
= — 0,40— ermitteln können, hierauf n mittels AIS' und A8', p' mittels 
A3' und A14', sodann V und m'. Plan II kann also bei Untersuchung des 
vorliegenden Trägers entbehrt werden; er ist aber nöthig, sobald h^p^ k, m, q 
oder h, n, i oder i, l, q' nicht in einer Geraden liegen, also beispie'Jsweise bei 
Behandlung des in Fig. 180 auf Seite 196 des ersten Bandes abgebildeten 
Dachbinders.] 

Vergleichende Messungen zeigen, dass im vorliegenden Falle von allen 
Knoten des Trägerg der Punkt g die grösste Verschiebung erfähr t. M an findet . 
5)f"^'=7,6— . Die wagerechte Verschiebung des Punktes q ist: gr"j'=6,5— . 

Die Figuren 49 bis 52 zeigen weitere Arten von Fachwerken» 
deren Verschiebimgspläne auf dem im vorstehenden Beispiele angegebe- 
nen Wege erhalten werden können. 
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Der einfache Fachwerkbalken in Fig. 49 besteht aus den beiden 
Scheiben a^c-nnd bde (deren Ränder durch Schraffirung hervorgehoben 




wurden) und dem Stabe ce. Die sich schneidenden Diagonalen und 

Vertikalen sind an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden. 

Fig. 50 stellt einen versteiften Gelenkbogen (vergl. Band I, Seite 421, 

No. 210) dar, welcher in die Scheiben / und II und den Stab ce zer- 




Flg. 50. 




Fig 51. 



legt werden kann, Fig. 51 einen F^achwerkbogen mit drei Gelenken, 
dessen Kämpfer durch eine Stange yerbimden sind. 

Soll die Form Veränderung des in Fig. 52 abgebildeten Trägers 




Fig. 52. 

untersucht werden, so nehme man zunächst den Punkt c und die Rich- 
tung des Stabes ce als festliegend an, ermittele e\ sodann: 
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d' mit Hilfe von ^(dc) und ^(de) 

b' „ „ „ A(M „ A(6d) = A5 + A6 + A7 + A8 
a „ „ „ A(ac) ,, A(a6) = Al+A2 + A3 + A4, 
und ebenso bestimme man f und ^'. Nun befriedige man die Auf- 
lagerbedingungen, übertrage die hierbei gefundenen Verschiebungen 
b"b\ d''d\ f'f^ g'g' der Punkte &, d, f, g in. die nach No. 32 für 
die einzelnen Scheiben angefertigten Pläne und zeichne in diese letzeren 
schliesslich die den Scheiben ab^ bd, df, fg ähnlichen Figuren a"b"f . 
b d t d f , f g em. 

38. Fachwerkträger verschiedener Art. Liegt ein Fachwerk 
vor, von anderer als in den vorstehenden Untersuchungen beschriebener 
Art, 80 verwandele man dasselbe — am besten durch Aenderung der 
Stützung — zunächst in ein solches, dessen Verschiebungsplan durch 
wiederholte Lösung der in No. 32 vorgeführten Hauptaufgabe erhalten 
werden kann, nachdem man vorher nöthigenfalls für einzelne Theile 
(Scheiben) besondere Pläne zur Bestimmung der gegenseitigen Verschie- 
bungen derjenigen Gelenke gezeichnet hat, in denen diese Theile an- 
einander hängen. Hierauf beseitige man die neu hinzugefügten Stützen, 
und schreibe den starr zu denkenden Gliedern des nunmehr beweglichen 
Fachwerks Verschiebungen und Drehungen zu, durch welche die wirk- 
lichen Auflagerbedingungen erfüllt werden. Die folgenden Beispiele 
werden genügen, dieses Verfahren zu erläutern. 

!• SeispieL Das in Fig. 53 dargestellte Fachwerk besteht aus 
zwei gegliederten Scheiben I und //, die im Gelenke c aneinander 
hängen und durch die Stäbe 4 und 7 mit dem Kopfe e der Pendel- 
säule 5 verbunden sind. Bei a ist ein festes, bei g ein auf wagerechter 
Bahn bewegliches Auflagergelenk angeordnet. Will man die Verschie- 
bungen der Knotenpunkte dieses Fachwerks ermitteln, so bestimme man 
zTmächst mit Hilfe von Einzelplänen (/) und (11)^ die nach No. 32 für 
die Scheiben I und // aufgetragen werden, die Aenderungen AI, A2, 
A8, A9 der kurz mit 1, 2, 8, 9 bezeichneten Strecken a6, ac, dg, cg. 
Hierauf nehme man an, der Knoten g sei frei, setze dafür aber b in 
der Richtung ab geführt voraus und zeichne den Plan Fig. 53 A. 

ist der beliebig angenommene Pol. a und f fallen mit zu- 
sammen, da a und f feste Punkte sind. Die Wagerechte 06'= AI 
giebt die Verschiebung von b an. Mittels A2 und A3 wird nach No. 32 
der Punkt c bestimmt, hierauf der Reihe nach: e' mittels A4 und A5, 
d' mittels A6 und A7, g' mittels AS und A9*). 



^) Anstatt Scheibe J in 6 zu fahren, kann man auch die Rieht ang des 
Stabes ah festlegen. Der Plan (J) wird dann überflOssigi da man die Knoten- 
punkte der Scheibe I schrittweise durch je zwei Stäbe an den Stab ah an- 
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Jetzt verwandele man das Fachwerk durch Beseitigung der Füh- 
rung des Punktes b in eine zwangläufige kinematische Kette, drehe die 



^^^^,^ 




r^^Oi^r 



Fig. 58. 



Scheibe / so um das Auflagergelenk a, dass der Punkt g eine (im 
Plane A durch einen Strahl g* darzustellende) Verschiebung erfährt, 
die, mit der vorhin gefundenen Og' zusammengesetzt, eine wagerechte 
Gesammtverschiebung g" g' ergiebt, und bestimme schliesslich auch die 
von den Knotenpunkten d, c, ^, & bei dieser Bewegung beschriebenen 
Wege: d" 0, c'O, t" 0, b"0. 

Zu einer einfiachen Lösung dieser Aufgabe führen die im ersten 
Bande (§ 80 — 82) mitgetheilten Untersuchungen kinematischer Ketten. 
Die dort für die Geschwindigkeiten der Punkte solcher Ketten abge- 
leiteten Gesetze gelten auch für die Verschiebungen dieser Punkte, so- 
bald nur vorausgesetzt wird, dass alle diese Verschiebungen in dem- 
selben Zeittheilchen erfolgen und sich mithin zu einander verhalten, 
wie die entsprechenden Geschwindigkeiten. 

Stellt man also die vorläufig willkürlich anzunehmende Grösse 
der Verschiebung des Punktes b durch eine Strecke bb^ dar, welche, 
von b aus, auf dem nach dem augenblicklichen Drehpunkte (Drehpole) a 



Bchliessen kann. Plan (II) ist auch bei der oben angenommenen Stützungsart 
entbehrlich, doch möge wiederholt werden, dass die Anfertigung von Einzel- 
plänen für die verschiedenen Scheiben den Vorzug der grösseren Uebersichtlich- 
keit besitzt. 
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gezogenen Strahle ha abgetragen winl, nnd zieht man Z^q^o II ^^ ^^ ^^^ 
Polstrahle ea, so giebt ccq die Grösse der Verschiebung von c an. 
Macht man weiter &o«q \\he, so erhält man in der Strecke bbq die GrOsse 
der Verschiebung des Punktes e, der um f sich drehenden Pendelsäule, 
und hierauf kann man mittels CqÜ^ \\ cd und e^dQ \\ ed die Verschie- 
bung ddQ Yon df sodann mittels Cq^q \\ cg und d^gQ \\ dg die Verschie- 
bung ggQ von g bestimmen. Die Bichtnngen der Verschiebungen der 
Punkte bf c, €<, d, g sind rechtwinklig zu den entsprechenden Strecken 
bbQf cCq, ee^y ddQ, gg^ (welche letztere deshalb ,,um 90^ gedrehte Ver- 
schidmngen*' genannt werden sollen) und damit sind die Richtungen 
der Strahlen bestimmt, die im Plane A die Punkte g'\ d'\ c" . . . , 
mit dem Pole verbinden. Es ist g"0 J_ gg^, d" \_ dd^^ c'O J_ cc^ 
u. s. w. Die Länge des Strahles g" folgt aus der Bedingung, dass 
g" auf der Wagerechten durch g liegen muss, und hierauf ist d" ge- 
geben durch g'd" \_gdy c' durch: c" d" 1 cd oder g" c" I <yc, femer 
b" durch: c'b" \_cby sodann e" durch 6"e"J_6« oder d" e" I de. 

Wir theilen noch drei andere Verfahren mit, die Punkte d'\ e'\ 
b'\ c" zu ermitteln: 

1. Man zeichne einen Linienzug ^i^^i^i^i^n dessen Seiten den 
entsprechenden Seiten des Zuges ^o^o^o^o^o p&rftHel sind (so dass also 
g\dx II gdy d^ei II de, , . . .) und dessen Ecken auf den Geraden gg^, 
^^09 bcq, . , . . liegen. Macht man hierbei ggi = g'O, so ist auch 
d"0 = ddi, e"0 = eei, u. s. w. 

2. Man bestimme die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder 
der bewegten zwangläufigen Kette gegen das ruhende, kurz mit w be-> 
zeidinete Widerlager, dem die festen Punkte a und f angehören, drehen. 
Der Pol (I-w) der Scheibe I ftlllt mit a zusammen, der Pol {1*11) 
Yon I gegen II mit dem Gelenke c. Die Glieder /, 4, 5 der Kette 
bilden mit dem Widerlager zusammen ein Gelenkviereck, und es liegt 
daher der Pol (4 • w) von 4 gegen w im Schnittpunkte der Geraden 
ab und fe. Ebenso folgt, dass der Pol (4 • //) von 4 gegen II der 
Schnittpunkt der Geraden cb und de ist, und nun lässt sich der Pol 
(II 'to) von II gegen tc mittels der Bedingungen finden, dass die drei 
Punkte (I-to), (I'II) und (II -w) in einer Geraden liegen müssen, 
desgleichen die Punkte (4 • 11), (4 • w), {II -w). Durch den Pol {II • w) 
sind die Sichtungen gg^ und dd^ gegeben, und man ist jetzt im Stande, 
die Punkte g", d'\ c'\ b'\ e" auf die zuerst beschriebene Art zu be- 
stimmen. 

3. Man nehme die Verschiebung des Punktes b der um a sich 
drehenden Scheibe / zunächst beliebig gross an und stelle sie in einem 
besonderen Plane (Fig. 58 B) durch einen zur Geraden ba rechtwinkligen 
Polstrahl b'" dar, wobei es gleichgiltig ist, ob b"' unterhalb oder 
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oberhalb des Poles liegend gewählt wird. Hierauf bestimme man 
die gleichzeitig von den Punkten c, e, d, g beschriebenen Wege, indem 
man die Reihe zieht: 

c \ oc und a c \ ac, 
b"'e"'±be „ r'e"'J>e,*) 
c d j cd „ e d l_ «a, 
<^ 9 1-^9 »» ^9 A.dg. 

Die Strahlen, welche die Punkte b"\ c'", e"\ d"\ g" mit dem 
Pole verbinden, stellen nach Grösse und Richtung die Verschiebungen 
der Punkte 6, c, e, d^ g dar. Nun ermittele man im Plane (Ä) mit 
Hilfe von g"0\\g'''0 diejenige Verschiebung, welche g erfahren muss, 
damit die Auflagerbedingung bei g erftlllt wird, und hierauf die zuge- 
hörigen Verschiebungen c" Oy d" Oy , . , indem man eine Figur g'c'i\., 
zeichnet, deren Seiten parallel sind den entsprechenden Seiten der Figur 
g c d .... 

Die Figur (B) ist offenbar nichts weiter als der Wiüioif^hid Ver- 
schiebungsplan derjenigen kinematischen Kette, in welche das zu unter- 
suchende Fachwerk durch Beseitigung des beweglichen Auflagers g 
übergeht**). 

Ueberträgt man schliesslich die auf einem der beschriebenen Wege 
gefundenen Verschiebungen b"h\ c'd'\ d''d\ g" g aus dem Plane {Ä) 
in die für die Scheiben (/) und (//) angefertigten Einzelpläne, und 
zeichnet in (/) die der Scheibe ahc ähnliche Figur a'h"c' (deren 
Punkt a* mit dem Punkte a dieses Planes zusammenfällt) sodann in 
(//) die der Scheibe cdg ähnliche Figur c"d"g'\ so ist man im Stande, 
die Verschiebungen m"m' sämmtiicher Knoten m der Scheiben / und // 
anzugeben. 

Auf ähnliche Weise wie das eben untersuchte Fachwerk kann auch 
das in Fig. 54 dargestellte behandelt werden. Es ist zweckmässig, zu- 
nächst den Punkt a und die Richtung von ah festliegend anzunehmen 
und sich die Führung des Gelenkes m beseitigt zu denken. Hierauf 
drehe man die Scheibe / so um a, dass der Punkt m eine wagerechte 
Gesammtverschiebung tn^'m' erfährt. Die Pole, um welche sich die 
Scheiben // und /// in Folge dieser zweiten Bewegung drehen, sind 
in der Fig. 54 angegeben worden***). An ihrer Stelle können auch die 

♦) f" flLllt mit a'" zusammen. 

**) Dass es sich bei Aufseichnung der Figur (B; in der That nur um die 
wiederholte Lösung der in No. 32 vorgeführten Hauptaufgabe handelt, lehrt 
ein Blick auf Fig. 84. Ist A 1 = und A 2 = 0, so entsprechen den Geraden 
ac und cb in Fig. 34 a die zu ihnen rechtwinkligen Geraden ac' und c'b' des 
Verschiebungsplanes Fig. 84 b. Vergl. auch den Anfang von Seite 62. 

***) Das Zeichen oo (4 . II) deutet an, dass der Pol (4 . II) mit dem unendlich 
fernen Schnittpunkte der Stäbe 3 und 7 zusammenfällt. 
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um 90^ gedrehten Verschiebungen oder ein Williot'scher Plan benutzt 
werden, und es wird dem Leser empfohlen, zur Uebung die betreffen- 
den Figuren selbst zu entwerfen*). 




Flg. 54. 

2. Beispiel* Fig. 55 zeigt einen statisch bestimmten Bogen- 
träger mit drei Oeffhungen. Dei^selbe besteht aus vier gegliederten 
Scheiben, die in den Gelenken c, g, i aneinander hängen. Die Scheiben 
/ und 7/ sind durch zwei Stäbe mit dem Kopfe der Pendelsäule ef 
verbunden, in gleicher Weise /// und IV mit der Säule Im, Bei a 
und n sind feste Auflagergelenke angeordnet. 

Wird der Verschiebungsplan dieses Trägers verlangt, so setze man 
zunächst voraus, es sei bei g die Verbindung der Scheiben II und III 




Flg. W. 



gelöst, nehme dafür aber den Punkt h in der Richtung ah geführt an 
und den Punkt h in der Richtung nh. Für diese Stützungsart ermittele 



*) Bei Polbestimmangen müssen häufig Gerade durch die Schnittpunkte 
von ausserhalb des Zeichenblaties sich treffenden Linien gelegt werden, was 
zwar keinerlei Schwierigkeiten bietet, immerhin aber umständlich genug ist, 
um dann die Bevorzugung anderer Verfahren zu veranlassen. 
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man (genan wie im Beispiel 1) die Verschiebungen der Punkte b, c, 
e, d, g der linken Trägerhälfte und der Punkte k^ i, l, h, g der rechten 
Hälfte — am besten in zwei besonderen Figuren {L) und {R)\ deren 
Pole Ol und Or seien. Hierauf drehe man die Scheiben I und IV so 
um die Gelenke a bezieh, n, dass der Zusammenhang der Scheiben // 
und III in g wieder hergestellt wird. 

Der erste Theil dieser Untersuchung möge für den Punkt g der 
linken Trägerhälfte die Verschiebung Oig' (Plan L) ergeben haben und 
für den Punkt g der rechten Hälfte die Verschiebung O^g' (Plan i?). 
In Folge der zweiten Bewegung dreht sich die Scheibe // um den 
Pol (II •w), dessen Lage in der auf Seite 74 beschriebenen Weise ge- 
funden wird, und es muss deshalb der Strahl g''Oi rechtwinklig zu der 
durch die Punkte (II -w) und g bestimmten Geraden sein. Im Plane 
B hingegen ist g''Or rechtwinklig zur Geraden^ — (III -w). Da nun 
beide Pläne Verschiebungen g''g' liefern müssen, die nach Grösse, Rich- 
tung und Sinn übereinstimmen, so lässt sich die Lage der Punkte g" 
in folgender Weise ermitteln. 

Man mache in (L) die Strecke g's gleich imd parallel dem Strahle 
g'Or des Planes (R) und lege durch den Punkt 8j rechtwinklig zu 
g — (III »ta) eine Gerade. Dieselbe schneidet die gegebene Bichtung 
des Strahles g^'Oi in g'\ Hierauf mache man in (R) die Strecke Org" 
gleich der Strecke sg'' in (L). 

Jetzt ist man im Stande, genau wie bei Aufgabe 1 die der Ver- 
schiebung g^'Oi entsprechenden Wege d"Oi, c'Oi, . . . . der Punkte 
dy c, ... zu bestimmen, desgleichen die Verschiebungen W 0^ i'Or, . . . 
der Punkte A, »,.... 

3» Beispiel. £s soll der Verschiebungsplan einer durch einen 
Balken mit Mittelgelenk versteiften Kette gezeichnet werden. Fig. 56. 
Bei h ist ein festes, bei p ein auf einer Wagerechten geführtes Auflager- 
gelenk angeordnet. Die ebenfalls auf wagerechten Bahnen beweglichen 
Gelenke a und x der Tragkette aox sind durch Bückhaltketten, deren 
Längen sich um die gegebenen Strecken b! und A^' vergrössem, mit 
festen Punkten der Widerlager verbunden. 

Von dem beliebig angenommenen Pole aus (Plan J) wird A^ 
aufgetragen, und im Endpunkte dieser der linken Bückhaltkette paral- 
lelen Strecke ein Loth errichtet, welches die Wagerechte durch ia a 
schneidet. Oa stellt die Verschiebung von a dar. An a wird die 
Verlängerung AI des Kettengliedes 1 angetragen und in dem auf AI 
im Endpunkte errichteten Lothe der Ort des Punktes e gefunden. 

Es empfiehlt sich nun, den Punkt c zunächst beliebig anzunehmen 
und gewissermassen vorauszusetzen, es werde der Punkt c in der durch 
den Strahl Oc angegebenen Bichtung geführt; dafür aber denke man 
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die wagerechte Ftthrung des Punktes x beseitigt. Denn durch die 
Annahme eines bestimmten c' sind die Verschiebungen sämmtlicher 




Flg. 56. 

Knoten des Fachwerks gegeben, da man schrittweise finden kann: 

Punkt d' mittels £i(bd) und A2, 

„ e' „ A(6«) „ A(ie), 
~ „ f „ A((Zf) „ A(6f), 
„ g' „ ü(dg) ., ä(fg), 
„ ä' „ A4 „ A3, 

n. B. £ die Punkte »/, ä;', T, m', n\ o\ hierauf: 
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Punkt p auf der Wagerechten durch mittels Anjo, 
„ (i mittels A(n5) und äk(pq)*) 
„ r'^ „ A(nr) „ A(gr) 
„ s' „ A9 „ AlO u. s. w. bis Punkt w\ 

Schliesslich erhält man den Punkt x\ indem man in und iv' die 
Strecken A'^ (parallel zur rechten Bttckhaltkette) und A15 anträgt und 
in den Endpunkten dieser Strecken Lothe errichtet. 

Jetzt wird die vorübergehend angenommene Führung des Punktes c 
wieder beseitigt, und hierdurch das Fach werk in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt, der eine Bewegung zu ertheilen ist, 
durch welche der Punkt x eine Verschiebung x"0 erfährt, die mit 
Ox' zusammengesetzt eine wagerechte Gesammtverschiebung x"x' er- 
giebt. Die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder des Fachwerks 
bei dieser zweiten Bewegung drehen, werden wie folgt ermittelt. 

Der Pol (I-w) der Scheibe / gegen das Widerlager fällt mit b 
zusammen, der Pol (/•//) mit w, während (II -to) durch den Schnitt- 
punkt der Geraden (I -w) — (7 • 77) mit der Senkrechten durch p be- 
stimmt ist, weil sich p auf einer Wagerechten bewegt. 

Die Stäbe 5, 4, 6 bilden mit der Scheibe 7 ein Gelenkviereck, 
und es ist deshalb der unendlich ferne Schnittpunkt von 4 und 6 der 
Pol von 5 gegen 7; derselbe liegt in der Senkrechten durch b, denn 
die Pole (5 • w), (5 • 7), (7 • w) fallen in eine Gerade. Da nun die Ver- 
schiebungsrichtung des Punktes c rechtwinklig zur Achse des um a sich 
drehenden Stabes 1 ist, und c auch dem Stabe 3 angehört, so ist der 
Schnittpunkt $ von 1 mit der Senkrechten durch p der Pol von 3 
gegen w, und es bewegt sich deshalb h rechtwinklig zur Geraden $A. 
Daraus ergiebt sich aber, dass (5 • w) mit $ zusammenföllt und ebenso 
kann gefolgert werden, dass sich $ auch mit (7 • ir) deckt. 

Ganz ähnlich lässt sich beweisen, dass der Schnittpunkt $' der 
Geraden $o mit der Senkrechten durch b der gemeinschaftliche Pol 
der Stäbe 9, 11 und 13 ist, denn die Pole (9-m?), (11 -m?), (12 -m?) 
liegen auf der Geraden, welche durch (77 • w) und die unendlich fernen 
Schnittpunkte der Stäbe 8 und 10, 10 und 12, 12 und 14 geht. 

Legt man nun durch $ und den oberen Endpunkt einer der lin- 
ken Trägerhälfte angehörenden Hängestange eine Gerade, desgleichen 
durch (I'w) und den unteren Endpunkt, so erhält man im Schnitt- 
punkte beider Geraden den Pol dieser Stange. Auf diese Art ist in 
Fig. 56 der kurz mit (4) bezeichnete Pol (4 • w) des Stabes 4 bestimmt 



*) ^ip^) uiid A(n^) werden einem für die Scheibe 77 gezeichneten be- 
sonderen Plane entnommen. Im Plane (Ä) haben wir, um eine übersichtliche 
Figur zu erhalten, nur die Punkte a', e\ d\ n\ p\ q\ w\ x' angegeben. 
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worden; der Beweis folgt daraas, dass die Punkte (5 •?<>), (4-5), (4-w?) 
in einer Geraden liegen, desgleichen die Punkte (J • w)^ (4 • /), (4 • u>), 
Aehnlich werden die Pole der Hängestangen der rechten Hälfte ermittelt. 
An Stelle der Punkte 5ß und (I'w) treten hier die Punkte 5ß' und 
(II -w). In der Figur sind die kurz mit (12) und (14) bezeichneten 
Pole (12 -w) und (14 »w) der Stäbe 12 und 14 angegeben worden. 
Pol (8) von 8 ist der Schnittpunkt der Geraden 5|S5|S' und (I-w) — (II-w). 
Der Pol von (15 -w) gehört der Geraden $'(14) und der Mittellinie der 
rechten Bückhaltkette an. 

Um die Verschiebungen zu ermitteln, welche die Punkte der be- 
trachteten Kette erfahren, ziehe man im Plane A den Strahl x'' recht- 
winklig zur rechten Bückhaltkette bis zur Wagerechten durch x\ hierauf 
x"fv''_\_ xiv und Ow" rechtwinklig zu der Geraden, welche den Punkt 
w mit dem Pole $' verbindet. Den Punkt r" findet man mittels der 
Bedingungen: v'w'' ^vw und »"O J_t7(14) und den Punkt »" mit 
Hilfe von v''n'J_vn und n'O J_n(I'w), womit je zwei Punkte der 
den Scheiben npq und nmb ähnlichen Figuren n'p"q'' und n' m" a* 
bestimmt sind. Bei richtiger Zeichnung muss hierbei p" in die Wage- 
rechte durch fallen. 

Damit Fig. (A) deutlich bleibe, haben wir die bereits gefundenen 
Punkte x'' w" v' n' p' in eine besondere Fig. (K) übertragen und in 
dieser die Ermittelung der fraglichen Verschiebungen fortgesetzt. Nach 
Auftragung der Figuren n'p"q" und n' m' a' wurden der Beihe nach 
bestimmt: 

w" mitteis: u" w" \_uw und u*C \ ut 

// // // I ff *t \ 

* »I 8 u j^8U „ s r sr 

ff ff ff I ff ff \ 

„ 8 j_08 „ n \ on 

V „ l" o'' _\_lo „ V'k'' \_lk 

ä" „ h''l'' _\_hl „ h"g'_\_hg 

c" „ c"ä" _J_ ch „ c"(i"_!_ cd. 

Bei sorgfältiger Zeichnung muss eine von c" aus rechtwinklig zu ca 
gezogene Gerade den Pol des Verschiebungsplanes trefifen. Femer 
muss sein: 
u'0±_u^\ 8'0^8'^\ o"Oj_o$', Z"0_LZ5ß, rO±Älß. 
4f Beispiel» Fig. 57 stellt eine gegliederte Scheibe der folgen- 
den Erzeugungsweise dar. An ein aus vier Stäben bestehendes Gelenk- 
viereck 1, 2, 8, 4 werden die Knoten 5, 6, 7, .... n so angeschlossen, 
dass 5 verbunden wird mit 4 und 2, 6 mit 5 und 3, 7 mit 6 und 4, 
. . . . n mit n — 1 und n — 3, worauf schliesslich noch der Stab n 1 
hinzugefügt wird. In Fig. 57 ist n ^ 8. Wird der Verschiebungsplan 
für den Fall gesucht, dass der Knoten 1 und die Bichtung des Stabes 
1 — 2 festliegen, so nehme man zuerst an, es sei der Knoten 3 auf 

Mäller-BreaUa, Gnphlacbe Stotlk. II. 
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irgend einer festen Geraden geführt, der Stab 1 — 8 hingegen beseitigt. 
Trägt man dann vom Pole des Verschiebungsplanes aus die (in Fig. 57 



W/i'J 




'</ ; 



Fig. 57. 



positiv vorausgesetzte) Längenänderung A(2— 3) des Stabes 2 — 3 auf 
und errichtet im Endpunkte derselben ein Loth, so ist dieses der Ort 
des Punktes 3'. Dieser Punkt selbst wird beliebig angenommen; die 
Gerade, welche ihn mit verbindet, giebt die Richtung an, in welcher 
3 vorläufig geführt wird. 

Nun bestimmt man der Reihe nach die Punkte 4', 5', 6', l\ 8\ 
beseitigt hierauf die Führung des Knotens 3 und ertheilt den nunmehr 
starr zu denkenden, zwangläufig miteinander verbundenen Stäben Be- 
wegungen, durch welche die Bedingung erfüllt wird, dass die gegen- 
seitige Verschiebung der Punkte 8 und 1 gleich der Längenänderung 
A(l — 8) des Stabes 1 — 8 ist. Dazu ermittelt man mit Hilfe der um 
90° gedrehten Verschiebungen 3 — 3o, 4 — 4q, .... 8 — 8^ die zur Ge- 
raden 8 — 8o rechtwinklige Richtung des Strahles 8^0 und bestimmt 
auf diesem den Punkt 8" mittels der Bedingung, dass die Projektion 
der Gesammtverschiebung 8 "8' des Punktes 8 auf eine zum Stabe 
(l — 8) parallele Gerade gleich der (in der Fig. 57 negativ ange- 
nommenen) Längenänderung A(l — 8) dieses Stabes ist. Jetzt kann 
man 7" finden mittels 7"~8"J_7— 8 und 7"Oj_7— 7©, hierauf 
6", 5", . . . . Damit sind die Gesammtverschiebungen tn^tn' sämmt- 
licher Knoten m bestimmt. 

Dem eben betrachteten Stabgebilde entspricht ein Scheibengebilde 
von ähnlicher Entstehungsweise. Ein Beispiel bietet der in Fig. 54 
dargestellte Träger. Die Glieder /, 4, 5 bilden mit dem die festen 
Punkte a und f verbindenden starren Widerlager ein Gelenkviereck, 
an das der Knoten d mittels // und 7 zwangläufig angeschlossen wird, 
hierauf i mittels 12 und 13, sodann l mittels 15 und /Z7, welches letzte 
Glied schliesslich bei m eine Führung erhält. 

5. Beispiel. Es soll noch eine sehr lehrreiche Aufgabe mitgetheilt und 
auf zweierlei Art gelGst werden. Die zweite LOsang wird nach einem Verfahren 
erfolgen, das selbst in den schwierigsten Fällen Übersichtlich zum Ziele fOhrt. 
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An ein ans Stäben gebildetes GelenkfElnfeck 1—2—8—4—5 seien weitere 



Knoten 6, 7, 8, . . . . m, . . . 
schlössen, dass 6 verbunden 
wird mit 5 und 2, 7 mit 6 
und 8, .... , m mit (m — 1) 

und {tn — 4), n mit 

(#1 — 1) und (n — 4). Der Kno- 
ten 1 und die Richtung des 
Stabes 1—2 liegen fest; m werde 
in einer ruhenden Geraden 
m^tn^ geführt, ebenso n in nofio. 
Es soll der Versohiebungsplan 
geseichnet werden. 

In Fig. 5aa ist m = 8 
und n = 11. Vom Pole aus 
(Fig. 58 b) wurden die Längen- 
anderungen A(l— 2)und A( 1—5) 
der Stäbe 1 — 2 und 1—5 auf- 
getragen und an A(l— 2) die 
Strecke A(2— 8) gesetzt. Die in 
den Endpunkten von A(2— 8) 
und A(l — 5) auf diesen Strecken 



n durch je zwei Stäbe in der Weise ange- 




'Flg. 58 a. 




Fig. Mb. 
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errichteten Lothe sind die Oerter von S' beziehungsweise 5'. Werden die 
Punkte 3' und 5' vorläufig willkürlich angenommen, wird also gewissermassen 
zunächst vorausgesetzt, es seien die Knoten 3 und 5 (statt 8 und 11) in festen, 
den Polstrahlen 03' und Ob' parallelen Geraden geführt, so lassen sich die 
Punkte 4', 6', 7', 8', 9', iO', 11' schrittweise bestimmen, da 4 durch zwei 
Stäbe mit 8 und 5 verbunden ist, desgleichen 6 mit 2 und 5, u. s. f. 

Jetzt hebe man die Führung der Punkte 3 und 5 wieder auf, und drehe 
die Stäbe 2—3 und 1 — 5 so um die in Ruhe bleibenden Gelenke 1 und 2, 
dass 8 eine Verschiebung 8"0 erfährt, die, mit 08' zusammengesetzt, eine 
zur Führung 8o8o parallele Verschiebung 8" 8' ergiebt und ebenso für den 
Punkt 11 eine zu IIq— Ho parallele Gesammtverschiebung 11" IT erhalten wird. 
Behufs Darstellung dieser Bewegung zeichne man im Plane Fig. 58 b eine 
Figur 1"— 2"— 3"— 4" . . . 8" . . . 11", deren Seiten rechtwinklig zu den ihnen 
entsprechenden Stäben des Fachwerks 1—2 — 3 — 4 ... 8 ... 11 sind, deren 
Punkte 1", 2" mit zusammenfallen, und deren Punkte 8", U" in gegebenen 
Geraden {g^) bezieh, (gn) liegen. Die zu 80—80 parallele (^s) ^ durch den 
Punkt 8' bestimmt, die zu llo— llo parallele (^u) durch den Punkt 11'. Diese 
rein geometrische Aufgabe lässt sich mit Hilfe des folgenden (bereits im ersten 
Bande mehrfach benutzten) Satzes der Geometrie der Lage lösen. 

Aendert ein n-Eck in der Weise seine Fortn, dass sätntntlieke 
Seiten desselben durch feste Punkte einer und derselben Geraden 
gehen (die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist) 
während n — 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben , so bewegt «icÄ 
auch der letzte Eckpunkt in einer Geraden, 
Man nehme auf der zum Stabe 2 — 3 rechtwinkligen Geraden 03" zu- 
nächst zwei beliebige Punkte (81", 8«") versuchsweise an, ebenso auf der zu 
1 — 5 rechtwinkligen 05" zwei beliebige Punkte (5i; 5t), ziehe durch 3/' und 
89" gerade Linien rechtwinklig zum Stabe 8 — 4 und bestimme auf denselben 
die Schnittpunkte 4i.i, 4i.t, 4^.1, 4^.^ der durch 5i und 5, rechtwinklig zu 
5 — 4 gelegten Geraden. Es sind dann 

[0, 3,", 4x.i, 5i]; [0, 8x", 4i.„ 5,]; [0, 3,", 4,.i, 5J; [0, 3,", 4,.„ 5,] 

vier versuchsweise Lösungen ftlr das verlangte Viereck 0, 3", 4", 5". 

Der ersten Lösung entsprechen die Punkte 61, 7 1.1, 81.1, 

„ zweiten „ „ „ „ 8^, 7i.g, 81. „ 

„ dritten „ „ „ „ 61, 7,.j, Sj.j, 

„ vierten „ „ „ „ 6,, 7t. t» 8t. t. 

Die Bestimmung von 61, 7 1.1, 81.1 erfolgt der Reihe nach mittels: 

5i-6i_L5— 6, 0— 6i_L2-6, 6i-7i.i _L6— 7, 81"— 7i.i_L3— 7, 

7,.i— 8x.i±7-8, 4i.i-8,.,_L4-8, 

und in gleicher Weise findet man 6t 8t. f 

In den Punkten, in denen die Geraden 81.1— 81. t und 8t.i— 8t.t die ge- 
gebene (g%) schneiden, erhält man die zu (3/', 3/') gehörenden Lösungen (81", 8t") 
und kann nun in der Geraden 7i.i — 7i.t den Punkt 7/' bestimmen, in der 
Geraden 7,.i— 7t.i den Punkt 7t", hierauf 61", 6/' und 5i", 5t". (Die Er- 
mittelung von 4i" und 4t" ist überflüssig). 
Weiter lässt sich jetzt angeben: 

9i" mittels 81"— 9," _L 8— 9 und öi"— 9/' ±5—9 
lOr „ 9i"-10,"_L 9-10 „ 6r-10/'J_6— 10 

iir » 10,"— iir±io— 11 „ 7i"-iirj.7— 11 
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und ebenso Sj", lOj", llj", worauf 11" bestimmt ist als Schnittpunkt der Ge- 
raden ll/'— 11," mit der zur Führung IIq— l^o parallelen ^u- Hat man aber 
11" gefunden, so kann man auch 10", 9", 8", 7", 6", 5", 4", 3" ermitteln, 
denn es liegen lO/', 10,", 10" in einer Geraden, desgleichen 9/', 9»", 9" u. s. w. 

Die mitgetheilte Lösung gilt für jedes m und n und bezieht sich auch 
auf gegliederte Scheiben von der in No. 142 des ersten Bandes beschriebenen 
Art. Wird, wie in Fig. 201, Band I, die Führung des Knotens 11 durch einen 
Stab ersetzt, der 11 mit 1 verbindet, so liegt 11" auf einer zum Stabe 11—1 
rechtwinkligen Geraden, deren Abstand von 11' gleich der Längenänderung 
dieses Stabes ist.*) (VergL Beispiel 4 worin der Ort von 8" auf drese Weise 
bestimmt wurde.) Auch wenn an die Stelle der Stäbe gegliederte Scheiben 
treten, führt das entwickelte Verfahren zum Ziele. 

Zu einer anderen, ebenfalls allgemeinen Lösung führt die folgende Be- 
trachtung. 

Beseitigt man wie vorhin die Stützungen der Punkte 8 und 11 (Fig. 58 a), 
nimmt dafür aber an, es sei jeder der Knoten 8 und 5 mit einem ausserhalb 
des Fachwerks liegenden festen Punkte durch einen Stab verbunden, und legt 
man diesen Stäben (die zur Unterscheidung von den wirklichen Fachwerk- 
stäben als gedachte bezeichnet werden mögen) beliebige Längenänderungen 
^x und äjf bei, so lassen sich die Verschiebungen sämmtlicher Knotenpunkte 
durch wiederholte Lösung der ersten Hauptaufgabe (No. 32) bestimmen. Punkt 
8 wird sich im allgemeinen von der Führung 8o — 8o entfernen; die Projektion 
seiner Verschiebung auf eine zu 8o — 8o rechtwinklige Gerade wird einen end- 
lichen Werth ^ annehmen, und ebenso wird sich auch für die Projektion der 
Verschiebung von 11 auf eine zu Hq — llo rechtwinklige Gerade ein endlicher 
Werth 8ii ergeben. 

Zwischen dg, $,i und den Aenderungen der Stablängen, bestehen nach 
No. 4 Beziehungen ersten Grades, die sich auf die Form 

lOg Aiu-f ßg Ay -f V 

bringen lassen, worin V und $1/ von den Längenänderungen der wirklichen 
Stäbe abhängig sind und diejenigen Werthe bezeichnen, welche Sg und ^n 
für den Fall annehmen, dass die beiden gedachten Stäbe starr vorausgesetzt 
werden (Zustand : Ax = und Ay = 0). Verschwinden auch die Längenände- 
rungen der wirklichen Stäbe (was kurz durch Ad = angedeutet werden soll) 
so ergiebt sich V=0» Öii'=0. 
Weiter bedeuten: 

Og, OLii die Werthe von ög, Ön für den Zustand: Aa;=l, Ay^O, As = 0; 

ßg, ßu »» .» " ^> ^1 »I » »» • Aa? = 0, Ay = l, A« = 0; 

und es können somit die sechs Koeffidenten der rechten Seiten der Gleichungen I 
mit Hilfe von drei Verschiebungsplänen, welche den drei angeführten Zu- 
ständen entsprechen, bestimmt werden, worauf die Bedingungen: $8=0 und 
JJi,=0, d.h. 

ctg Aar-hße AyH-8g'=0 
a„Air + ßuAy + öi,'=0 






*) Der in Fig. 201, Band I, dargestellte besondere Fall (»1 = 8, « = 11, 
m mit 2 verbunden und n mit 11) lässt sich noch einfacher behandeln, wenn 
zunächst Stab 2—3 festgelegt wird. Es liegt dann ein Fachwerk von der im 
Beispiel 4 untersuchten Art vor. 
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diejenigen Längenftnderangen ^x und Ay liefenii welche den beiden gedachten 
Stäben zugeschrieben werden müssen. 

Es leuchtet ein, dass sich auf diesem Wege die Ermittelung der Ver- 
schiebungen der Knoten jedes statisch bestimmten Fachwerks auf die wieder- 
holte Losung der ersten Hauptaufgabe und die Auflösung einer Gruppe von 
Gleichungen ersten Grades zurückführen lässt. 






§2. - 

Darstellimg der Formrerandeniiig tob Stabzftgen mit 
gelenkartigen Knoten. 

39. — Werden gerade Stäbe so aneinander gereiht, dass jeder Stab 
nur mit dem vorhergehenden und dem nachfolgenden zasammenhängti 
so entsteht ein Gebilde, welchem wir den Namen Stabzug beilegen. Die 
Knotenpunkte bezeichnen wir mit den Ziffern 0, 1, 2, ... (m — 1), 
m, (m 4~ 1)» • » • ^9 ^0 Stablängen mit Si, s^, • * * s^, . , , s^ und 
die Winkel, welche die Mittellinien aufeinander folgender Stäbe ein- 
schliessen mit S^i, 5^,, . . . X> • • • X-i» Pig« 59. 

Greifen alle äusseren Kräfte in den Knotenpunkten an, und sind 
die Stäbe durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden — was 



rct^j 



l ^vA \js:lL 




'"t^fj f V-v 







Fig. 59. 

beides hier vorausgesetzt werden möge — so wird jeder Stab nur auf 
Zug oder Druck beansprucht; seine Mittellinie bleibt gerade, und die 
gegenseitigen Verschiebungen der Knotenpunkte des Gebildes sind be- 
stimmt durch die Aenderungen A^^, A«,) • • - 1 ^^i» A^,» • • • ^^^ 
Längen 8 und Winkel ^. Eine übersichtliche Darstellung dieser Ver- 
schiebungen ist u. A. von Werth für die Theorie des Fachwerks, dessen 
Knotenpunkte häufig durch Stabzüge mit leicht zu berechnenden Winkel- 
änderungen A^ verbunden werden kOnnen. 

Zunächst werde angenommen, es seien sämmtliche äs und A^ 
bekannt, auch werde vorausgesetzt, dass die Richtung der Achse irgend 
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eines Stabes und ein Pnnkt dieser Achse festliegen, beispielsweise die 
Richtung des Stabes 3^ nnd der Knotenpunkt 0. Die übrigen Stäbe 
($2, ^3, ... ««,9 • * • O werden sich nm gewisse Winkel 4>2» 4^8' • • • • 
4^M9 • • • 4^H drehen, nnd zwar ist: 

\j>, = A^i; ^3 = +2+^*2; • • •; +-. = 4^—1+ AX-i; . . . 

Wir betrachten nnn einen beliebigen Stab s, dessen Endpunkte die 
Ordnongsziffem a und b tragen mögen. Fig. 60. Der Weg aa des 
Punktes a sei gegeben. Behufs Bestimmung der neuen Lage h' des 





Fig. 60 a. 



lig. 60 b. 



Punktes b verschieben wir den Stab ab parallel mit sich selbst in die 
Lage a'6i, ändern seine Länge um das gegebene Mass bib2= äs und 
drehen ihn schliesslich um den gegebenen Winkel vj>. Hierbei beschreibt 
62 den Kreisbogen 

der aber — wegen der Beschränkung unserer Untersuchung auf sehr 
kleine Verschiebungen — durch ein in b^ auf a'b^ errichtetes Loth 
von der Länge 

ersetzt werden darf. 

Es empfiehlt sich nun, die Knotenpunktsverschiebungen (wie im § 1) 
in einer besonderen Figur und in gehöriger Vergrösserung von einem 
beliebig gewählten Pole aus aufzutragen, so zwar, dass jede Ver- 
schiebung nach Grösse, Richtung und Sinn durch einen vom Pole aus- 
gehenden Strahl dargestellt wird. In Fig. 60 b bezeichnet Oa die ge- 
gebene Verschiebung des Punktes a; an diese wurde die dem Stabe 8 
parallele Strecke äs angetragen und hieran die zu 5 rechtwinklige 
Strecke p; es stellt dann der Strahl Ob' die gesuchte Verschiebung 
des Punktes b vor. 

Auf diese Weise sind in Fig. 59b die Verschiebungen der Knoten- 
punkte des in der Fig. 59a abgebildeten Stabzuges schrittweise ermittelt 
worden. Die Wert he As und g=8^ wurden in der Reihenfolge 



A«i, As,, p2, A53, P3, 



A5«, p«, . . . . , A5h, p» 
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nach Orösse, Richtung und Sinn aneinander gesetzt, wobei allgemein 
A^«. II «M> Pm .L^nf Anstatt der Zeichen As^, Asg, .... wurden die 
kürzeren AI, A2, . . . . gebraucht. Die (in der Figur nicht ausge- 
zogenen) Polstrahlen Ol\ 02\ 08', ... . stellen nach Orösse, Rich- 
tung und Sin^die gesuchten Verschiebungen der Knoten 1, 2, 3, ... 
dar. In Fig. wa geben kleine Pfeile den Drehungssinn der einzelnen 
Stäbe an. Einem positiven vp entspricht im vorliegenden Falle eine 
Drehung nach links, einem negativen eine Drehung nach rechts. Die 
an die Stäbe gesetzten (+) und ( — ) bedeuten die Vorzeichen der ent- 
sprechenden A5. Die ein (+) tragenden Stäbe werden gedehnt, die 
übrigen verkürzt. 

Wird der Stabzug in einer anderen als der eben vorausgesetzten 
Art gestützt, so nehme man zuerst die Richtung irgend einer Stabachse 
und einen Punkt derselben als festliegend an, zeichne den Verschiebungs- 
plan auf die beschriebene Weise und ertheile hierauf dem nunmehr als 
starres Ganzes zu betrachtenden Gebilde eine Bewegung, durch welche 
die wirklichen Auflagerbedingungen befriedigt werden. Die Verschie- 
bungen, welche die Knotenpunkte in Folge dieser zweiten Bewegung 
erfahren, werden — genau wie im § 1 (No. 34) — durch Strahlen 
m'' dargestellt, die nach dem Pole hinzeigen, und deren Zusammen- 
setzung mit den Strahlen Om' die Gesammtverscbiebungen m''m' liefern 
(Fig. 36, S. 60). 

Wir werden die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen haupt- 
sächlich auf die Darstellung der Formänderungen von gegliederten 
Scheiben anwenden, die sich in Dreiecke zerlegen lassen. Die Winkel ^, 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten der die Knotenpunkte der- 
artiger Scheiben verbindenden Stabzüge sind entweder Dreieckswinkel 
oder sie setzen sich aus solchen zusammen, und es erfordert daher die 
Berechnung der A^ nur die Lösung der folgenden, auch für spätere 
Untersuchungen sehr wichtigen Aufgabe: 

40. — Zweite Hauptaufgabe. Gegeben seien die Aenderungen 
As^, A^g) A^s der Seitenlängen s^, s^, s^ eines Dreiecks ABC, ge- 
sucht die Aenderungen Aa^, Aaj, Aog der Winkel a^, a^, a,. 
Fig. 61a. 

Zu einer sehr einfachen Darstellung der Aa gelangt man mit Hilfe 
eines Williot'schen Verschiebungsplanes. Man nehme A und die Rich- 
tung der Seite AB als festliegend an. Dann fällt A' mit dem Pole 
zusammen (Fig. 61b) und A'B'= Aäj giebt die Verschiebung von B an. 
In A' und B' trage man die Strecken ^s^ und A^^ an und errichte 
auf diesen in ihren Endpunkten Lothe, deren Schnittpunkt C' die Ver- 
schiebung OC' von C bestimmt. Denkt man sich nun den Punkt C' 
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auf dem in No. 89 beschriebenen Wege mittels der dem Stabe 82 ent- 
^rechenden Werthe A^j ^^^ p2=^^9 4'2 gefanden, so erkennt man, 







Fig. 61 a. 



Fig. 61b. 



dass das Loth €'€2 von C' auf ^s^ gleich p2 ^^* ^^^ ^^^ ^2 dreht 
sich aber, da ^3 festliegt, um Aa^; es ergiebt sich daher: 

^'^2=p2 = «2^ai» 
und ebenso findet man (indem man den Pol von A' nach B' verlegt, 
also B als ruhend ansieht): 

Wir bezeichnen nun den Schnittpunkt von A«^ und A^2 ™^^ ^s» errich- 
ten in einem beliebigen Punkte der A'B' auf dieser Geraden ein 
, Loth, ziehen durch C^, C^, 63 Parallelen zu A' B\ welche jenes Loth 
in 1, 2, 3 schneiden und erhalten: 

Öl:A«i = Ä:Si; 01 = ^8^—] 02=-^Ä; Ö3 = -^A, 

81 82 S3 

wo h die zu ^^ rechtwinklige Höhe des Dreiecks ABC bedeutet. 

Weiter projidren wir die Strecken Cg C und C^ C' auf eine zur 
A'B' parallele Gerade und finden für die Projektionen die Werthe: 

CgC' sinai = p2 8in ai=5jsin a^ Aai = AaiÄ und CjC'sin (x^-^^a^hy 

deren algebraische Summe = — ^a^h ist, weil die Summe der Dreiecks- 
winkel auch nach der Formänderung 180° beträgt, mithin 

Aai+ Aag+ Aoc3= ist. 

Ersetzt man in Fig. 61b die Längenänderungen A^^, Asj» A«3 

A^i A^o A^o 
durch die Verhältniszahlen -^-* ~, ~» r (welche nach einem 

h h h 

ZoA/enmassstabe durch Strecken dargestellt werden) so liefert diese 

Figur die Werthe Aa^, Aocg, Aas- 

Digitized by VjOOQIC 



90 Center Abschnitt — § 2. 

Es braucht übrigens nur das durch die Punkte 1, 3, 2 bestimmte 
Viereck (7i Cg Cg C gezeichnet zu werden. 8 wird beliebig gew&hlt; 
1 und 2 haben von 3 die Abstände: 

Si «3 «2 Si 

Behufs Vermeidung von Fehlem bei der Feststellung der Vor- 
zeichen der Aa, versehe man die Strecken C^C und C^C' mit Pfeilen, 
die nach C' hinzeigen. Diese Pfeile geben an, in welchem Sinne sich 
die Seiten s^ und s^ gegen die Seite s^ drehen. In dem in der Figur 
dargestellten Falle dreht sich 8^ nach rechts , Si nach links; Aa^ und 
Aocg sind also positiv während sich für Aag ein negativer Werth ergiebt. 

Aus der Fig. 61b, deren LSngenabmessungen wir uns durch h 
dividirt denken, lässt sich auch eine einfache Formel ableiten. Es ist 
nämlich: 



— AOj = Cg Cj cos a^ + Cj Cj cos Oj 

" * V 5g «3 / sm tti \ «1 53 / sm Oj 

und es folgt daher: 

(1) A,«,=^(-f« _^)eotg«, + (4^-^)cotgC4; 

x Ö3 *1 ^S "2 

Sind die Längenänderungen lediglich Folge von Spannkräften 
'^D ^^2' '^3' welche die Spannungen 





«-^» 

''-F, 


3at man 




Asi (Ji Aäj 02 


A«, _ 



*1 ^-1 ^2 ^2 *8 -^8 

Bei gleich grossen Elasticitätsziffem (E) ergiebt sich 



(2) 



In diesem Falle ist es zweckmässig, die Werthe j^Aa (an Stelle der Aa) 

A« 

durch Zeichnung darzustellen, also in Fig. 61b die h durch die 

8 

entsprechenden c zu ersetzen. Man gelangt dann zu dem in der Fig. 62 
angegebenen Verfahren, das einer weiteren Erläuterung nicht mehr be- 
darf. Zu achten ist auf die Vorzeichen der Spannungsunterschiede 
<?! — ^3 und a^ — aj. In Fig. 62b wurden beide Werthe positiv an- 
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i;Aa3 = ((jj — aj cotg Oj + (c^— a^) cotg ol^ ■' | 

£'Aa2 = (a2 — (ys)cotgai+(a2~-^'ai)cotga8 ■ ^ 

Eüa^ = (cJi -^ög) cotg «3 + (af-^^ dg) cotg o,. v. 



^A 






;^ö 




\rthe \£i^s -ÜK JiOliimelern . 

fu K:. 'I. in Küaqr. f. d . qcm . 
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;.-> 
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?:e° 9:] 
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Rg 



T 
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genommen, in Fig. 62c der erstere positiv, der andere negativ. In 
letzterer Figur ist Cg mit 3 zusammenfallend gewählt Hinsichtlich der 
Vorzeichen, der Winkeländerungen stimmt Fig. 62b mit Fig. 61b überein. 



-E^i 



'-«-— *i 



T-hE^cc^ ' ' %EÄi'g ' 



-EÄag 




-^Eja, 



Fig. 62 b. 



Fig. 62 0. 



In dem in der Fig. 62 c dargestellten Falle erföhrt sowohl s^ als auch | ^ 
82 eine Drehung nach rechts; es ist mithin Aa^ negativ^ AoCg positiv. 

Will man die Werthe .^Aa berechnen^ so f&hrt man zweckmässig die 
Hilfsgrössen ein: 

Wi = cotg ttj (Gj — Cg); w, = cotg oj (cjj — Gl) ; a>8 = cotg as (cji — a^) 
und hat dann: 

E^oLi = (di — (!>,; ^Aa, = (1)1 — (0,; J^Aa8 = Wg — Wj. 
Zar besseren Uebersieht schreibe man auf jede Dreieck- 
seite die betreffende Spannung und in jeden Winkel dessen 
Cotangente, wie dies Fig. 63 angiebt. Für das dort dar- 
gestellte (mit dem Dreieck 11—12—13 des auf Tafel 2 ab- 
gebildeten Fischbauchträgers übereinstimmende) Dreieck, ^ 
in dessen Seiten die Spannungen: 

— 141, + 468, — 17 klgr f. d. qcm 
herrschen, erhält man: 

<Dx = 0,496 (+ 463''+ 17) = + 288; 




4- ^wjr,/ 



CO, = 1,079 {— 17 + 141) = + 134; rig. 68. 

Wj = 0,295 (— 141 — 468) = — 178; 
^Aai = — 178 — 184 = — 812* f. d. gern; £Aaj= + 288+ 178 = + 416; 
-BAag = 134 — 238 = — 104. 

Sehr zweckmässig ist es auch, die Werthe (o zeichnerisch zu ermitteln 
und hierzu ein in möglichst grossem Massstabe angefertigtes Trägemetz zu 
benutzen. Fig. 64 (Tafel 2, welche zwei Dreiecke des auf dieser Tafel abge- 
bildeten Fischbauchträgers darstellt) giebt eine Anordnung an, die recht fiber- 
sichtlich ist Die auf den Stäben stehenden rothen Zahlen bedeuten die Span- 
nungen in Hgr f. d. qcm. Die Spannungsunterschiede in den die Winkel a|, 
o«, og einschliessenden Seiten sind für das Dreieck /: 



i/^.. 



+; 468 + 17 = + 480; 
und ftlr das Dreieck 11: 
— 128 +141 = +13; 



— 17 + 141 = + 124; — 141 — 463 = — 604 



141 + 576 = + 435; 






576 + 128 = — 448; 
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dieselben werden beziehungsweise mit cotg a^, cotg o^, cotg Og multiplicirt. 
Die Ergebnisse sind für das Dreieck /: 

(Ol = -{-238; 02= -i- 134; 03 = — 178 
und f&r das Dreieck 11: 

(Ol = +13; (Oj=: + 177; (03 = — 183. 
Die Strecken, welche diese Werthe (o darstellen, wurden in Fig. 64 durch 
Doppellinien bezeichnet. Der Spannungsmaassstab lautet: 4*""*= 100^ f. d. qcm; 
nur für coi im Dreieck II wurde der Maassstab 1"^ = 10* f. d. qcm gewählt. 
Ist für jedes Dreieck nur eine Winkeländerung Aa 
zu bestimmen [ein Fall, der vorliegt, wenn das Fach- 
werk in Fig. 77 (Seite 95) durch den mittels kräftiger 
Linien angedeuteten Stabzug ersetzt werden soll] so 
gewährt die folgende Darstell ungs weise die beste 
üebersicht. Vom Scheitel A Fig. 65 des fraglichen 
Winkels a^ wird auf die gegenüberliegende Seite ein 
Loth gefällt, und auf diesem werden die absoluten 
Werthe der Spannungsunterschiede aufgetragen, indem 

^^i=:ai — Gj und AAa = ai — gtj 

gemac ht w ird. Zieht man nun AiB || Si, ebenso A^C \\ «1, 

so ist -4i5=(ai-— Ggjcotgot, und -4jC=(ai — a^cotgotj. 

^' Die Vorzeichen werden an die Strecken geschrieben. 

In Fig. 65 ist ai> a8 und a,>ai vorausgesetzt worden. 

Dann folgt: EA oli = Ä[B — A^ C. 

Temperaturänderungen können nach Seite 2 darch Vergrösserung 

der Spannungen a = -— um zEt berücksichtigt werden. Ist beispiels- 
F 

weise für einen schmiedeeisernen Stab: Ä'= + 20000*, JF'= 50 qcm., 

o 

also -- = 400, und wird der Stab um 30° C. erwärmt, so ist dem- 
Jb 

selben bei Ermittelung der £'Aa nach den zuletzt beschriebenen Ver- 
fahren eine Spannung a = 400 + zEt = 400 + 22 • 30 = 1060* f. d. 
^cm zuzuschreiben, wobei e=: 0,000012 und J57= 1800000 ange- 
nommen wurden. Im Falle einer Abkühlung um 80° erhält man 
(j = 400 — 24 . 80 = — 260. 

41. Untersuohung der Formänderung eines Fachwerkbalkens. 
Zahlenbeispiel. (Figuren auf Tafel 2.) Es sollen die Verschiebungen 
der Knotenpunkte der unteren Gurtung des auf Tafel 2 abgebildeten 
Hauptträgers einer zweigeleisigen Eisenbahnbrücke für die in Fig. 66 
angegebene Probebelastung bestimmt werden.*) Die durch diese Be- 
lastung erzeugten Spannkräfte sind in Fig. 67 auf folgende Weise er- 
mittelt worden. 

Mit beliebiger Polweite H wurde in Fig. 66 zu den Achsenbe- 
lastungen eine Seillinie gezeichnet und in diese ein Polygon III III, . . X 

*) Bei Belastungsproben handelt es sich stets um die Ermittelung der 
von der beweglichen Belastung allein hervorgerufenen Durchbiegungen. 
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einbeschriebeiiy dessen Ecken den in der oberen Gurtung liegenden 

Angrilbpunkten 0, 2, 4 18, 20 der Zwischenträger entsprechen. 

Hierauf wurden in Fig. 67 mittels eines Büschels, dessen Strahlen J, 
//,... X parallel den gleichbezeichneten Polygonseiten sind, auf einer 
vom Mittelpunkte des Büschels um H entfernten Senkrechten die 
Enotenlasten P^, P4, Pg, . . . . P|g abgeschnitten und durch einen 
zur Schlusslinie des Seilpoljgons parallelen Strahl s die an den Stütz- 
punkten und 20 angreifenden AuflagerdrOcke A und B bestimmt. 
Schliesslich wurde ein Cremona'scher Eräfteplan gezeichnet. In dem- 
selben bedeuten: 

^19 ^3» ^5y • • • d^o Spannkräfte der oberen Gurtung, 
^\> ^2> f^4i • • • »I »> >» unteren „ 

Z>2,i>3,2>4, . . . „ „ „ PüUungsstäbe. 

Die Figuren 68 und 69 bieten eine übersichtliche Zusammen- 
stellung der Stablängen (in cm), Querschnittsinhalte {(icm), Spannkräfte 
{Tonnen) und Spannungen (JcUogr, f. d. gern). Die in den Figuren 70 
bis 75 abgebildeten Querschnitte wurden voll gerechnet; die Elasticitäis- 
Ziffer wurde (für Stabeisen) = 1800000* f. d. qnn angenommen. 

Der FtillungsstaB 1 — 2 erhält den Querschnitt: Fig. 72 mit F=b2 qcm 

Die Püllungsst. 2—8,3—4 erhalten „ Fig. 73 „ JP'= 60 „ 

4—5,5-6,6—7,7—8 „ Fig. 74 „ i^= 68 „ 

8—9,9—10 „ Fig. 75 „ F=^0 „ 

Fig. 76 zeigt den Verschiebungsplan der einen Stabzug bildenden 
unteren Gurtung. Die nach No. 40 ermittelten Werthe E^ol der an 
dieser Gurtnng liegenden Dreieckswinkel a sind in die betreffenden 
Winkel eingeschrieben worden; sie bestimmen die Aenderungen A^ der 
Stabzugswinkel ^. Zuerst wurde der Knoten 9 und die Richtung des 
Stabes 7 — 9 festliegend, der Stabzug aber sonst frei angenommen. Es 
entspricht dann: 

dem Stabe 7— 5 der Werth J5+7.5= JS;A^7 = + 212 + 368 + 294 

= + 869* f. d. qcm, 
„ 5-8 „ „ J^+5_3=+869+(801+482 + 426) 

= + 2028, 
„ „ 8-1 „ „ i;+3_i = 2028 +(447 + 541 +412) 

= + 8428, 
„ „ 1-0 „ „ i:ij;i_o= 3428 + (2170 + 926) 

= + 6524, 

und ebenso ergeben sich für die rechts an 9 sich schliessenden Stäbe 
der Reihe nach die Werthe: 

JE?4; = 850; 1754; 2488; 8421; 4948; 8389. 
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Alle auf der linken Seite des rahenden Stabes 7 — 9 befindlichen 
Stäbe erfahren eine Drehung nach rechts, die auf der rechten Seite 
eine Drehung nach links. 

Für den Stab — 1 erhält man nun 

C S'E\b 6524 

( Po-i = - + = V = 271-^^^^^ = 0.982-=9,82- 

füi* den folgenden Stab: p = 6,21"^ u. s. f. Diese Werthe wurden in 
Fig. 66 (in Klammem) an die einzelnen Si^be geschrieben; desgleichen 

wurden die Längenänderungen A« = -=^ = -=- angegeben. Für den 

478 • 271 
Stab 0—1 ergiebt sich z. B.: A^o-i = ^^qq^^q = 0,072^ = 0,72-". 

Nach Erledigung dieser Rechnungen konnte der Verschiebungsplan 
aufgetragen werden. An die Strecke 7 ' — 9' = A^y „^ = 0,94"** 
(Maassstab 2 : 1) wurden links der Reihe nach angetragen: 



A8,. 


-6 — 


:0,98"", 


Pj-6 = 


1,77"-, 


A»5 


-8 — 


= 1,00-», 


P5 


-8 — 


4,25 


u. s. 


W. 




















und rechts die Strecken: 
















U. 8. 


-11- 
f. 


= 0,95"-, 


P9-11 = 


1,70-, 


Ä«„. 


•18 = 


= 0,98—, 


Pii- 


-18 = 


= 8,53 



Die Endpunkte der Strecken py.g, pg-j, . . . bestimmen die Punkte 
5', 3', . . . denjenigen von Pg-n, Pn-is» • • • die Punkte ll', 13', . . . 

Schliesslich wurde zur Erfüllung der wirklichen Auflagerbeding- 
ungen geschritten und die dem Stabzuge — 1 — 3 — 5 . . . 19 — 20 
ähnHche Figur O"— l"— 3"— 5". . . 19"— 20" gezeichnet Der 
Punkt O" fällt mit O' zusammen, weil Knoten festliegt, während 20" 
auf der Wagerechten durch 20 ' liegen muss, da der Knoten 20 auf 
einer wagerechten Auflager bahn geführt wird; O" — 20 " ist recht- 
winklig zu — 20.*) 

Damit sind die Verschiebungen l"l', 3 "3', . . . . der Knoten 
1, 3, ... . nach Grösse, Richtung und Sinn bestimmt. 

In Fig. 76 wurde noch die Biegungslinie der unteren Qurtung 
eingetragen. Die Eckpunkte Oq, l^, 3o, . . . . derselben liegen senk- 
recht unter den entsprechenden Knoten 0, 1, 3, ... . und auf den 



♦) Probe: Die Verschiebung 20" — 20' mosB im vorliegenden Falle gleich 
der Summe der Längenänderungen La der Stäbe der oberen Gartung sein. 
Da diese Stäbe gleiche lJ.nge und gleichen Querschnitt haben, so findet man: 

860.1592000* 



^Q^^-^Q =W^^= 1800000.278 =M5-=li,5>>H>.. 
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Wagereohten durch die Punkte O', l', 3 ',....; die grÖBste senkrechte 
Verschiebung (28,8"^) erfithrt der Knotenpunkt 9. Wird nur das 
Biegungspolygon gesucht, so braucht die Figur O" — l" — <" ... 20 " 
nicht gezeichnet zu werden. i 

Will man die Verschiebungen s&mmtlicher Knotenpunkte haben, so muss 
man den in Fig. 77 kräftig ausgezogenen Stabzug 0—1—2—8 . . . 18—19—20 
untersuchen. In Fig. 77 sind die LftngenSlndeningen der Stäbe (in mm) und 




ng. 77. 




in Fig. 78 die Werthe E^ol (in Idg f. d. gern) angegeben worden. Dem Leser 
wird empfohlen, diese Aufgabe zu lOsen. Es ist zweckmässig, zuerst den Knoten 
10 und die Richtung des Stabes 10 — 9 als ruhend anzusehen. 

42. — Wir wollen die im Vorstehenden gelehrte Darstellungs- 
weise der Verschiebungen kurz das Stahzugverfahren nennen; dasselbe 
liefert übersichtlichere Figuren als das Verfahren von Williot und ver- 
dient namentlich dann den Vorzug, wenn die nach Williot zur Be- 
stimmung der Punkte m' auf den As zu errichtenden Lothe sich unter 
sehr spitzen Winkeln schneiden. Dagegen erfordert das Stabzugver^ 
ffdu-en etwas mehr Zeit, es sei denn,, dass die Winkeländerungen noch 
anderweitig gebraucht werden, was beispielsweise der Fall ist, wenn 
für ein unter der Voraussetzung gelenkartiger Knoten berechnetes, in 
Wirklichkeit aber vernietetes Fachwerk die von den festen Verbindungen 
herrührenden Spannungsänderungen nachgewiesen werden sollen — eine 
Aufgabe die sich, wie in der dritten Abtheilung dieses Bandes gezeigt 
werden wird, mit Hilfe der Winkeländerungen besonders einfach lösen 
lässt. £[ierbei wird allerdings vorausgesetzt, dass diese Zusatzspannungen 
(welche auch Nebenspannungen heissen) und die Verschiebungen für ein 
und denselben Belastungszustand verlangt werden, ein Fall, der häufig 
eintritt. 

Auch die Anwendung eines gemischten Verfahrens ist oft am Platze. 
So kann es z. B. vortheilhaft sein, bei Untersuchung der in den Figuren 
50 bis 56 dargestellten Träger die für die einzelnen Scheiben erforder- 
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liehen Sonderpläne nach dem Stabzugverfahren zu zeichnen, während 
es im übrigen zweckmässig ist, den früher befolgten Weg einzuschlagen. 

48/ Zeiohneiisohe Emiittelting der Werthe p. Wir betrachten 

(wie in No. 39) einen Stabzug — 1 — 2 — ■• n Fig. 79, dessen 

Knoten und Stabrichtung — 1 festliegen und suchen die nur von 
den Winkeländerungen A*^ abhängigen Verschiebungen, nehmen also 
an, es seien sämmt liehe A^ = 0. Der Verschiebungsplan besteht 
dann aus einem Linienzuge — 2' — 3' — • • • — «', dessen Seiten 
02' = p2 = «2^52» 2'3' = p3 = ffg A5*3, • • • beziehungsweise recht- 
winklig zu den Stäben «2» ^3« * • - sl&dTund der offenbar bestimmt ist, 
[sobald die Projektionen Sg', Sg» • • • ^^^ Verschiebungen 02\ 03', , . . 
lauf eine Gerade AB (deren Richtung aber keiner der Stabachsen parallel 
Isein darf, damit sie von keiner Seite p rechtwinklig geschnitten wird) 
gegeben sind. 

Die Seitenverschiebungen &' lassen sich sehr leicht finden. Dazu 
nehmen wir zunächst an, es ändere sich nur der Winkel ^j, es drehe 




Fig. 79. 

sich also der Stabzug 1 — 2 — - • • n um A^^. Punkt m, der vom Dreh- 
punkte 1 den Abstand e haben möge, verschiebt sich in einer zur Geraden 
1 — m rechtwinkligen Bichtung und um eine Strecke: 8,^.i = eAi*i, 
deren Projektion 5',„.i auf die zur AB parallele mtn^ durch die 
Gleichung: 
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bestimmt ist, worin x^ den Abstand des Knotens 1 von der Geraden 
mtui bedeutet. Man erhält: 

nndy wenn sämmtliche Winkel die vorgeschriebenen Aendemngen A^ 
erfahren: 

(3) 8'. = XiA^i + iPgA^,+ ...jf^.»AX-i = 2!rA^. 

1 

Die Winkeländenxngen AX» AX+u * * * sind ohne Einflass auf die 
Bewegung von m. 

Der auf der rechten Seite der Gleichung (3) stehende Ansdni(^ 
ISsst sich nun deuten als das auf den Funkt m bezogene statische Mo' 
ment von Kräften Ai^i, A^g .... A^-it welche in den links von m 
gelegenen Knotenpunkten angreifen und die Richtung AB haben, und 
hieraus (und aus No. 17, Band I, Seite 20) ergiebt sich das folgende 
Yerüahren, die Werthe p durch Zeichnung zu bestimmen. 

Man zeichne zu den Gewichten*) A^^, A^,, • • • AX-i mit der Pol- 
weite 1 (ZoA/meinheit) ein Seilpoljgon, dessen erste Seite zweckmässig 
rechtwinklig zu ^^ angenommen wird. Die den Knotenpunkten 2, 
3, • • • 9n, • • • n entsprechenden, parallel zu AB gemessenen Abstände 
des Seilpolygons von der Seit« I sind dann beziehungsweise = \\ 
W ' ' ' ^m\ • • ' 8/. Zieht man also durch die Punkte 1, 2, • • • m, • • • n 
des Seilpoljgons Parallelen zur Seite I und zeichnet einen Linienzug 
0'2' ' ' ' m' * ' ' n\ dessen Ecken in jenen Parallelen liegen, und dessen 
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges sind» 

so erhält man die Werthe: 

P» = 0'^2', p3 = 2'-3\.-., p. = (n- 1)'— n'. 
Will man diese Strecken p in v-facher Vergrösserung erhalten, so er- 
setze man die A^ durch die Gewichte vA^ oder die Pol weite 1 durch 

die Polweite 

V 

In Fig. 79 wurde angenommen, dass die Winkel ^,».1 und S'^ 
abnehmen, alle übrigen ^ hingegen eine Vergrösserung erfahren. 

Wir empfehlen dem Leser, die auf Tafel 2 in Fig. 76 angegebenen 
Werthe p durch Zeichnung zu bestimmen, und die- Evgebnisse mit den durch 
die Rechnung gewonnenen zu vergleichen. Sollen die p im Maassstabe 2 : 1 
erhalten werden, so sind (wenn die Pol weite = 1 gewählt wird) die Kno- 
ten des im Maassstabe 1 : 800 gezeichneten Fachwerks mit den Gewichten 

2-300 A^= ,^^^^w ;a= onAA *^ belasten. Dem Knoten 1 entspricht z. B. 
1 800 000 o 000 

j^A^ = 2170 + 926 = 8096, und es ist daher seine Belastung = 1,032. 

*) Der Ausdruck Gewicht ist hier natürlich in mathematischem Sinne zu 
nehmen. Die ^^ sind Zahlen, ihre Auftragung macht die Anfertigrnng eines 
besonderen Zahlenmaassstabes nöthig. 

Mäller-BresUa, Gr»phi«she SUtlk. II. ^ /^ 1 
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44. Längenänderung einer StabzugBehne. Eine für die Folge 
wichtige Aufgabe besteht darin, die Längenänderung der zwei Knoten 
und n eines Stabzuges (Fig. 80) verbindenden Sehne durch die Längen- 
änderungen A« und Winkeländerungen A^ auszudrücken. Wir bezeich- 
nen den Abstand irgend eines Knotens tn von der Sehne — n mit y^, 
den Neigungswinkel des Stabes Sm gegen die — n mit 9«. und setzen 
««cos 9« = e^. 

Die Vergrösserung von ^« um A^« erzeugt für sich allein 
A^ = yMA^M» ein Ergebnis, das ohne weiteres aus No. 43 (und auch 
aus Fig. 80) folgt, während der Aenderung der Stablänge s„ um As«, 
A7 = A^M cos 9m entspricht. Lu ganzen entsteht daher: 

A? = 2y«AX + SA«« cos 9« *) 




*^ Mn^m 



Fig 80. 



und für den Fall ^ = (wegen A» = —j : 



(4) 



1 1 IL 



Will man diese Formel auch dann anwenden, wenn Temperatur- 
änderungen berücksichtigt werden sollen , so muss die Spannung 

g 
<J = -^ um den Betrag 6 Et erhöhen. VergL den Schluss von No. 40. 

Der Ausdruck 2yA^ lässt sich als das auf die Sehne — n be- 
zogene statische Moment von Gewichten A^j^, A^g» * * ' deuten, welche 
in den Knoten 1, 2, • • • des Stabzuges angreifen und parallel zu — n 
sind. Es ist also möglich, diesen Ausdruck mit Hilfe eines Seilpolj- 
gons darzustellen. 



»-1 »i=i»— 1 

*) 2ym A ä» = S y,„ A iJin bedeutet die Summe der Werthe Vi A ijj, y^ A ^j , . , 

1 m — 1 

bis y»-iA^»_i. 
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§3. 
Die BiegnngsUnie als Seilpoiygon l^etraelitet 

46. Auffassting eines beliebigen Polygons als Seilpolygon. 

Jeder ans Geraden bestehende Linienzug — 1 — 2 — 8 — ••• (Fig. 81) 
lässt sich als das Seilpolygon endlicher Kräfte Pi^ P^, P^, ' * ' deuten, 
die in den Punkten 1, 
2, 3, • • • angreifen, und 
deren Bichtungen inner- 
halb gewisser Ghrenzen 
willkürlich gewählt wer- 
den dürfen. DasGrössen- 
verhältnis . dieser Kräfte 
ist durch die Seiten ei- 
nes zweiten Linienzuges 
ABCD • ' ' bestimmt, 
dessen Ecken auf den 
durch einen beliebigen 
Pol parallel zu den Ge- 
raden — 1, 1 — 2, 2 — 8, • •'• gezogenen Strahlen /, iJ, IIl, • • • 
liegen, und dessen Seiten AB, BC, CDy • • • die Richtungen der Kräfte 
Pi, Pg, Psi • • • haben. Es verhält sich: 

Pi : Pj : Ps : • • • = Zb : i5C : CI> : 

Bollen alle Kräfte endlich werden, so darf die Richtung keiner Kraft 
in eine der beiden angrenzenden Seiten des Linienzuges — 1 — 2 — 8 — • • • 
fallen, es darf also z. B. P^ weder die Richtung von II noch die von 
III haben. 

Wird ein Linienzug — 1 — 2 — 8 — ••• als das Seilpolygon 
paralleler Kräfte betrachtet (Fig. 82), so bestehen zwischen der Pol- 
weite H, den Kräften P und den in der Richtung der P gemessenen 
Abständen iQi, iQj, iQs» * * * ^^^ Punkte 1, 2, 8, • • • von einer beliebigen 
Geraden AB einfache Beziehungen, die es gestatten, die P durch die 
'V] auszudrücken. Legt man nämlich durch den Punkt 2 eine Parallele 
zu AB, welche die Richtung von Pj in 8' trifft und verlängert 1 — 2 
bis 8', so erhält man: 




^s 



— 8'= (■»]» — I^Y"' 8— 8'=^J — 1«. also 



8"-8 = 8"-8'-8-3'=(ii,-i),)^-(i),- 



%). 



wobei Xj nnd X, die Projektionen der Seiten 1 — 2 und 2 — 8 auf 
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eine zur Richtung der P rechtwinklige Gerade bedeuten. Weiter fin- 
det man: 

^3 



8"— 3 : X3 II P2 : H, mithin: 3"— 3 = P^ 



H 




und daraus folgt dann: 
.uvd allgemein: 



•»I2 — % '*l8 — 



Aq J 



(1) 






46. Die Bieffungslinie. An der Hand der vorstehenden Betrach- 
tungen möge nun die Biegungslinie eines Stabzuges — 1 — 2 — •-•!»••• 
(Fig. 83) als Seilpolygon paralleler Kräfte gedeutet welrden. 

Den in einer senkrechten 
^"^^:*i Ebene angenommenen Stab- 

zug beziehen wir auf ein 

beliebiges rechtwinkliges 
Achsenkreuz x^ y^ dessen 
Wt^h^ an die einzige Ein- 
schränkung gebunden ist, 
dass keiner der Neigungs- 
winkel ßi, ßs, ßs • • • der 
Stäbe ^1, «2, ^8 ' ' * gog^ 
die 2; -Achse gleich 90° sein 
darf. Sodann setzen wir 
voraus, es seien die Ver- 
schiebungen sämmtlicher 
Knotenpunkte in je zwei den Achsen x und y parallele Seitenver- 
schiebungen 6iX und A^ (das sind die Aenderungen der Coordinaten 




Fig. 88. 
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X und y) zerlegt und denken uns die Ay auf den durch die Knoten- 
punkte parallel zur y- Achse gelten Geraden von einer beliebig an- 
genommenen Geraden AB aus aufgetragen. Den Linienzug, welcher 
die Endpunkte der Ay verbindet, nennen wir die BiegungsUnie und die 
von dieser Linie, von der AB und den Ay^, üy^ begrenzte Fläche die 
Biegungsfläche für die Richtung y. Die der t/-Achse parallelen Kräfte, 
deren Seilpolygon die Biegungslinie ist, bezeichnen wir mit t^i, t^^» ' ' * 
IT», • • •; sie sind, w^n die Polweite = 1 gemacht, bestimmt durch: 
(9\ «, _ Ay^— Ay^. i Ay^+i — Ay^ 

(2) W^ r-— r 

Differentüren wir nun die Gleichung 

ym-i — y« = »m sin ß^ 
ond ersetzen (da es sich hier nur um yer8ch¥nndend kleine Verschie- 
bungen handelt) das Differentialzeichen durch das Zeichen A, so er- 
halten wir: 

Ay«-i — Ay„ = A«„ sin ß^ + 8^ cos ß«Aß„ 
und (nach Division durch \^ = 8^(iOB ß«,) : 
Ay^ — Ay^-i _ _ As^ 



X — ^ tgß„ — Aß«, 



Ebenso ergiebt sich: 



Ay^+i — Ay« _ Aä^+i 
weshalb entsteht: 

Nun ist ,aber: ß«+i + 180^ — ß-. = X, 

mithin: Aß^+i — Aß«, = AX, 

und es findet 9ich schliesslich 

(8) «-«»AX- — tgß« + — -titgß.+,. 

Für ß«»=s=90^ oder ß^^.! = M° wird Wm unendlich gross, und 
es leuchtet ein, dass die su Anfang der Untersuchung hinsichtlich der 
Lage des Achsenkreuzes gemachte Einschränkung geboten ist, wenn alle 
fr endlich sein sollen. 



Bleiben die anfänglichen Stabtemperaturen ungeändert, ist also für 

liehe Stäbe die 
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gleiche Elasticitätsziffer ^, so ist es zweckmässig» die Biegungslinie als 
das Seilpolygon von Kräften 

(4) w^ = ^AX — <Sm tg ß^ 4- ^-+1 tg ß«+, 

aa£su£äS8en. Wählt man dann die Fol weite E, so erhält man die At/ 
in demselben Maassstabe, in welchem der Stabzug gezeichnet ist. Will 
man die A^ in v-mal grösserem Maassstabe darstellen , so mache man 

E 

die Polweite = — • Es ist dieses Verfahren — bei überall gleichem E — 

auch dann zu empfehlen, wenn Temperaturänderungen berücksichtigt 
werden sollen; man muss dann aber die Spannungen a = — nm sEt 

vergrössem. Vergl. den Schluss von No. 40. 

Nach Aufzeichnung des Seilpolygons sind die Ay bestimmt, sobald 
die Schlusslinie AB gegeben ist, sobald also beispielsweise zwei Ver- 
schiebungen Ay bekannt sind. 

Zahienbeispiel (Figuren auf Tafel 2). Es sollen die senkrechten Seiten- 
verschiebungen der Knotenpunkte der oberen Gurtung des in Fig. 84 abge- 
bildeten Fischbauchträgers bestimmt werden. Die Belastung ist in Fig. 66 
angegeben; den Eräfteplan zeigt Fig. 67*). Die Stablängen s und Querschnitts- 
inhalte F sind in Fig. 68 zusammengestellt, die Spannkräfte S und Spannungen 
ff in Fig. 69. Die rothen Zahlen in Fig. 84 bedeuten die nach No. 40 er- 
mittelten Werthe J^Aa (Jdgr f. d. gern) der Dreiecks winkel, aus denen sich die 
Winkel ^j, ^4, . . . zusammensetzen. Es ergiebt sich: 

JS;A&j=+1719-f 1878 + 248=8885*f. d.gcm; JE;A&4=298 + 718 + 25=1086; 
JE;Aäe=1871; ^A^8=457; JE;Aäio = 1246; JS;A^„=581; E£i^,t=l02b; 
^Aäie=1150; JFA^i8=8856. 

Da die Neigungswinkel sämmtlicher Obergurtstäbe gegen die wagerechte 
o:- Achse gleich Null sind, so folgt aus Gleich. (4), Seite 102, 

Die Gewichte Wm wurden im Maassstabe: 1000'' f. d. qcm = b'^ aufge- 
tragen. Der Längenmaassstab der Trägerzeichnung ist 1:800, der für die 
Verschiebungen ist 600 mal so gross (nämlich 2 : 1), und es wurde daher die 

Polweite -^ = "^!^ = 3000* f. d. qcm = 15-«- gewählt Nach Auf- 

Zeichnung des Seilpolygons wurde die Scblusslinie A B mittels der Bedingungen 
festgelegt, dass die senkrechten Verschiebungen der Knoten und 20 gleich 
Null sind. Die für die Durchbiegungen gefundenen Werthe wurden in die 
Figur eingeschrieben. 

Im vorliegenden Falle lassen sich auch die wagerechten Verschiebungen 
der Knoten 2, 4, . . . der oberen Gurtung sehr schnell angeben. So erfUiri. 



*) Vergl,. No. 41 ; dort ist die Formänderung der unteren Gurtung dieses 
Trägers untersucht worden. 
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8 eine Yenchiebang nach links, welche gleich der Summe der (in die Fig. 84 
eingetragenen) Verküraungen der Stäbe — 2, 2 — 4, 4 — 6, 6 — 8 ist, also 
= 1,09+1,12+1,16 + 1,17 = 4,54—. Für den Knoten 18 erh&lt man die 
wagerechte Verschiebung: 10,32"^. Das ganze Verfahren ist sehr übersicht- 
lich und liefert auch recht zuverlässige Ergebnisse. 

Wir empfehlen dem Leser, zur Uebung auch die Biegungslinie der unteren 
Gurtung dieses Trägers durch ein Seilpolygon darzustellen. Zuerst müssen die 
den einzelnen Stäben entsprechenden Werthe atgß berechnet werden, wobei 
die Vorzeichen streng zu beachten sind. Für die Stäbe 0—1 bis 7 — 9 ist ß 
negativ, fOr 11 — 18 bis 19—20 positiv (vergl. auch die Textfigur 83 auf S. 100). 
Man erhält mit den in der Fig. 68 angegebenen Höhenzahlen: 

für den Stab — 1: a tg ß = — 478 -^^^ == — 258 

„ .. .. 1-3: atg? = -492^%l^=_210 

für die folgenden Stäbe der Reihe nach: 

atgß = —151; —98; —47; 0; +47; +98; +151; +219; +264. 

Die JS?Ä^ sind für die Knoten 1, 3, 5 19: 

3096; 1400; 1159; 869; 850; 904; 679; 988; 1522; 3446, 

und es ergeben sich mithin für die Gewichte tcm nach Gleichung (3) die Werthe 
{klgr f. d. qcm) 



tri = 3096 + 253 — 210 = 3139 
iTs = 1400 + 210 — 151 = 1459 
«-8 = 1159+151— 98 = 1212 
u:7= 869+ 98— 47= 920 
«-9= 850+ 47+ 0+ 897 



,rn= 904— 0+47= 951 
u;„= 679— 47+ 98= 730 
wu= 988— 98 + 151 = 1041 
w„ = 1522 — 151 + 219 = 1590 
M?i9 = 3446 — 219 + 264 = 3491 . 

Die Polweite wähle man wie vorhin = 3000* f. d. qcm; man erhält dann die 
senkrechten Verschiebungen im Maassstabe 2:1. 

Will man die senkrechten Verschiebungen sämmilicher Knotenpunkte des 
Trägers mit Hilfe eines Seil pol jgons darstellen, so betrachte man den in Fig. 77 
Seite 95) durch kräftige Linien dargestellten Stabzug. Dieser letztere Weg 
führt aber nm* dann zum Ziele, wenn alle Füllungsstäbe (wie im vorliegenden 
Beispiele) eine gegen die Senkrechte geneigte Lage haben. 

Wollte man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte beider 
Gurtungen des in Fig. 85 abgebildeten Trägers durch ein Seilpolygon dar- 
stellen, und zu diesem Zwecke den Stabzug — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — ••• 

9—11—10—13 •16 un^rsuchen, 

so würde man unendlich grosse ir-Kräfte 
erhalten, da den senkrechten Stäben 
Winkel 3 = 90*» entsprechen. Hat man 
aber für dieses Fachwerk die Biegungs- 
linie der einen Gurtung ermittelt, so Fig. 85. 
findet man diejenige der anderen sehr 

schnell mit Hufe der Bedingung, dass sich die senkrechten Verschiebungen 
entsprechender Punkte (z. B. 1 und 0, 3 und 2, u. s. w.) um die Längen- 
änderung des Verbindungsstabes unterscheiden. Verschiebt sich also beispiels- 
weise 4 nm ^4 nach abwärts und verkürzt sich der Stab 5 — 4 um A«, so 
ist 85 = 84+ A». 
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47. — Für das einfache DreieckneU möge noch eine andere 
Berechnungsweise der w gezeigt werden, wobei dahingestellt bleiben 
möge, ob dieses Fachwerk einem einfachen oder einem Oerber*schen 
Balken, einem Bogen mit drei Gelenken oder einer anderen T]%erart 
angehört. Wir unterscheiden drei Fälle. 

I9 Fall* Sftmmtliche Stäbe schliessen mit der x- Achse Winkel 
ein, die kleiner oder grösser als 90° sind (Strebenfaehuferk). Gesucht 
sind die Verschiebungen Ay der Knotenpunkte beider Gurtungen. 

Mit Bezugnahme auf die aus Fig. 86 zu ersehende Bezeichnung 
der Knotenpunkte sollen bedeuten: 

0« die Länge des einem Knotenpunkte m der unteren Gurtung 

gegenüberliegenden Obergurtstabes, 
Uk die Länge des einem Knotenpunkte k der oberen Quittung 

gegenüberliegenden üntergurtstabes, 
d^ die Länge der Diagonale (m — 1) — m, 
X^ die Projekton von d^ auf die o;- Achse, 
ß«, den Neigungswinkel von o^ gegen die o;- Achse 



9- >» 









fa/ 





Fig. 86. 



Wir denken uns das Dreieck (m — 1) — m — (m + 1) in den 
Punkten (m — 1) und (m + 1) mit den im Sinne der ( — y) ange- 
nommenen Kräften — und r belastet, Fig. 86 b, und im Punkte »n 

A« Aifi + l 
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gestützt and wenden auf diesen Belastangsznstand und den wirkliohen 
YenehiebmigsnistaDd die auf Seite 11 der Einleitung entwickelte Ar* 
beüsgleidrang 2^5 = 25A8 an. Da sich m — 1 gegen m im Sinne 
der (-hy) nm Ay„-i — Ay^ verschiebt und (m-f-1) gegen m um 
AyM+i -*- ^Vmt so ist die virtuelle Arbeit der äusseren Kräfte (mit 
BflcksiGht auf Gleichung 2, Sdte 101): 

2^5 = — -- (Ay^_, — ^yJ — r- — (^ym+i — AyJ = «?^. 

Die absoluten Werthe der in den drei Stäben o^y d^^ cZ^+i in 
Folge der gedachten Belastung entstehenden Spannkräfte seien ==|A,i) 
(&2, [ig; sie können auf die in Fig. 86c angegebene Weise ermittelt 
werden, worauf dann 

(5) tt7^ = S^8 = S5A« = — piiAo^ + lAjAd^ + pLjAd^+i 

erhalten wird. Das erste Glied ist negativ, weil der Stab o», durch (Ji^ 
gedrückt wird. 

Bezeichnet man nun mit A^ 'die parallel zur y- Achse gemessene 
H9he des Fachwerks im Punkte m, so findet man: 

1 ^ a , :. 1 . sec ß«, 

Itj : -r— = A« sec p^ : Ä« und hieraus [Xj .— 



1 sec 9m 

• sec 9^+1 
ebenso : pij = ^ > 

weshalb der oben für tr«, angegebene Ausdruck übergeht in: 
/fiv — ^o^ sec ß^ 4" ^^m sec 9^ + ^ ^-.+1 sec 9«+i 

Ganz ähnlich wird entwickelt: 

. +A% sec Yi — A(£i sec 9*, — ^d^^i sec 9^+1 
l«; «»fc ^=s ^ £ 

Die Polweite ist = 1 (ZoÄfoiieinheit) oder = — zu wählen, je 

nachdem die Ay in demselben oder im v-£achen Maassstabe der Träger- 
zeichnung dargestellt werden sollen. 

Es dürfte hier noch eine Bemerkung über die Vorzeichen der 
Winkel ß, 7, 9 am Platze sein. 

Liegt die durch den Knoten r parallel zur y- Achse gezogene Ge- 
rade zwischen den Knoten (r — 1) und (r + 1)» wo r eine beliebige 
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Ordnnngsziffer bedeutet, so genügt die Festsetzung, dass unter ß, y, 9 

die spitzen Neigungswinkel der Stäbe 
gegen die ^* Achse zu verstehen sind« 
Ob diese Winkel nach oben oder unten 
positiv gezählt werden, ist gleichgültig, 
weil die Ausdrücke für w^ nnd Wj, nur 
die Sekanten enthalten und sec ( — a) 
= sec (4- a) ist. — Anders in dem in 
Fig. 87 dargestellten, zuweilen bei Bogen- 
trägem vorkommenden Falle. Bedeutet 
hier r einen Knotenpunkt der unteren 
Gurtung, so ist sec 9^ positiv oder nega- 
tiv, je nachdem r — 1 links oder rechts 
von r Hegt, und sec^^^i positiv oder 
negativ, je nachdem sich r -|- 1 rechts 
oder links von r befindet. Auch ist zu 
beachten, dass die u^-Kräfte in der Reihen- 
folge • • • Wr^i, Wry M'r+i» * * * durch dsÄ 
Seilpoljgon verbunden werden müssen, 
und dass K der in der Eichtung der y 

gemessene Abstand des Knotens r von der Verlängerung des Stabes 

(r— 1) — (r+1) ist. 

Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnungen ein: 

A'o = Aosecß, A'w = A«secY, A'c? = Adsec9 




ng. 87. 



und schreiben: 



(8) 



(9) 



W^m = 



Wh 



+ A't^fc — b!djc — A'(gfc+i 



Für das Fachwerk in Fig. 86 haben A'o, A'u, ^'d dieselben Vorzeichen 
wie die Längenänderungen Ao, Au, Ad; sie sind also positiv oder 
negativ je nachdem die entsprechenden Stäbe gedehnt oder verkürzt 
werden. Wendet man aber die Gleichungen (8) und (9) auf das Fach- 
werk in Fig. 87 an, so hat (wenn r einen Knoten der unteren Gurtung 
bedeutet) b! dr dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen wie Ae?^ 
je nachdem r — 1 links oder rechts von r liegt, und ^' dr^x dasselbe 
oder das entgegengesetzte Vorzeichen von A^^^^^i je nachdem r -|- 1 
rechts oder ünks von r liegt. 

Die A'o, A'k, b!d bestimme man durch Zeichnung und benutze 
hierzu ein in grossem Maassstabe angefertigtes Trägemetz. 
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ZcMenbei^Hei. Es sollen die senkrechten Verscliiebungen sämmtlicher 
Knotenpunkte des in Fig. 88 dargestellten sohmiedeeisenien Netewerks nnter 
der Yoranssetznng bestimmt werden, dass in jedem Knoten der unteren Gnr- 
tnng die Last 12* angreift und E den überall gleichen Werth 1800000* f. d. 
qem hat. Der Träger ist symmetrisch in Bezug auf die Senkrechte durch die 
Mitte. Es genügt deshalb, die eine Hälfte zu untersuchen. 

In die rechte Hälfte des Trägernetzes wurden die Spannkräfte in Tonnen 
und die Querschnitte in qcm (eingeklammerte Zahlen) eingetragen, und in die 




linke Hälfte die 180 -fachen, mit den Sekanten der Stabneigungswinkel mul- 
tiplicirten Lftngenänderungen (in cm). Für einen wagerechten Gurtungsstab 
ist A'o = Ao bezieh. A'u = Af«, z.B. für den Stab 1 — 3: 

.oAA' Oo 48000*. 400"" ^, , 

Für einen Füllungsstab erhält man (wegen rf = X sec 45*» = X y"2) : 

d Dd^ 22)X 



180A'd = 180A(? 



z.B. für den Stab 1 — 2: 

180A'd = 



2.34000*. 200 



100001?' 



10000 . 50 
Die Gleichungen (8) und (9) liefern nun: 



= 27,2«*. 



^A=^ih [+ 28,8 + 22,71 = 0,2575 
M;g=:^ 26,2 = 0,1310. 



IT, = , J^ [+ 24,0 + 22,7 - 27,5] = 0,0975 
tCi = T*7 [+ 27,4 + 27,2 — 18,0] = 0,1830 
«^3 = ih [+ 25,8 + 18,0 — 22,7] = 0,1080 

Die Werthe u> und die Polweite H sind Zahlen. Wählt man H=i 1, 
so liefert das Seilpolygon die 180 fachen Durchbiegungen im Maassstabe der 
Trägerzeichnung (d. i. in 1 : 250). In Fig. 88 wurden die Durchbiegungen im 
Maassstabe 1:1 dargestellt und deshalb die Polweite fi"=ifj = 0,72 ange- 
nommen. Der Maassstab für die Zahlen w lautet: 1 = 50"**. 
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II. FcM* Oosucht sind die senkreohten Verschiebungen der 
Knotenpunkte der unteren Gurtung eines (in senkrechter Ebene ange- 
nommenen) Fachwerks mit Vertikalen (Ständerfachwerk), 




Flg. 89. 



Flg. 90. 



ten 



Felde, 



Wir bezeichnen (Fig. 89 und 90) mit 
0«, die Länge des Obergurtstabes 
u^ ,, „ „ üntergurtstabes \ im m 
dn, M ,, der Diagonale 
K, ff ff »• Vertikale mm, 
ß«» den Neigungswinkel von o^ gegen die Wagerechte, 
Y"» >» »» »» ^«« >> ff f» 

?m >» ff » tf« 9» ff 9f 

Xm die Feldweite. 
Sodann ftihren wir (wie auf Seite 106) die Abkürzungen ein 

A'o = Aosecß; A'K=?AMsecTt A'c^asx A<f sec9 

und heben hervor, dass im vorliogenden Falle A^o, A'u, ä'd stets die* 
selben Vorzeichen haben wie Ao, Au, Ad. 

Zunächst sei die in Fig. 91 dargestellte Anordnung der Füllungs- 
stäbe (linkssteigende Diagonalen zu beiden Seiten der Vertikale mm) 
Yorausgesetzt. Der Eräfteplan fQr den in der Fig. 91b angegebenen, 
gedachten BelastungsfEdl liefert ftlr die Ourtatäbe o^, t^m+i» uiid die 
Diagonalen d^, ^w-fi folgende Spannkräfte |JL (ohne Vorzeichen): 

»ecß^ ^^ secY^+i 

hm 



1^1 = 



Ih' 



Ih^ 



8ec9^ 
hm 



V-A 



_ sec9^+i *) 



♦) Vergl. Seite 105. 
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Für die Spannkraft [l^ der Vertikale mm erhält man 



l^5- 



X.+ 



= ä'^+i:ä« also p.5 = 



h'm-\-l 



^•»H-lÄ,» 




Fig. 91». 



Fig. 91b. 



worin A'^+i den Abstand des unteren Knotens m-|- 1 von dem Punkte 
bedeutet, in welchem die (m-|-l)** Vertikale die Verlängerung des Stabes 

0^ schneidet. In der (m — 1)*®° Vertikale entsteht ^^.6 = 7-* ^^® ^^ 

der Fig. 91b durch gestrichelte Linien bezeichneten Stäbe sind span- 
nungslos. 

Mit Eücksicht auf die in die Fig. 91b eingetragenen Vorzeichen 
der Spannkräfte pi erhält man nun (nach Gleich. 5, Seite 105): 

d.i. 

w?m = T- [— A'o^+Aw«+i+ AX— aX+1 — 0—1+ 2>J 
a«_, = AÄ_, -*-- und J. = AÄ. ^^ • 



(10) 

[Flg. 91.1 



worin 



•+i 



Die Werthe flu_i, 6« (welche dasselbe Vorzeichen haben, wie Aä^_i 
bezieh. A^«,) werden zweckmässig auf die in Fig. 91a angegebene Weise 
durch Zeichnung bestimmt; auch ist es häufig zweckmässig, die Multi- 
plicationen der Längenänderungen mit den Sekanten zeichnerisch aus- 
zuführen und die Glieder des Klammerausdruckes mit dem Zirkel zu 
addiren. Nur achte man hierbei auf die Vorzeichen! 

Durch Betrachtung des Spiegelbildes der Fig. 91 ergiebt sich für 
die in der Fig. 92 dargestellte Anordnung der FoUungsstäbe (und mit 
der dort für A'^-i angegebenen Bedeutung): 
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(11) .< 

[Flg. 92.1 



worin a^^-i = Aä„+i -r^^ und b„ = ^K—^^' 




Ist links von der Vertikale mm eine linkssteigende Diagonale und 
rechts davon eine rechtssteigende angeordnet, Fig. 93, so erhält man: 



L-A/ft»i,->J , 




/a/ 



ibj 







r^ 




< 




"/ 




/'»^ 




/ 




> 

i 


> 


d-J 






Fig. 93 a. 



Fig. 98 b. 



Fig. 98 c. 



— jx^AÄ^+i, 
_ sec ß^ _ secß^+i ^ _ sec 9^ _ 8ec9,.+i 

Fl 7 » J*2 7 > 1*8 "T > P'4 T » 

nm f^m r^m '»» 

1^5 = 1^1 sin ß^— IJ.2 sin ß«.+i = — (tg ß„ — tg ß«+i); Vs = y; 



Vn 



^m + l 



mithin : 
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«^m = T- [— A'o* — A'o^i + AX + A'rf«.+i + c« 
worin c^=AÄ«(tgß«— tgß«+i); a«,_i = AÄ^^ 
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Liegt der in Fig. 93a dargestellte Werth c« unterhalb der Verlängerung 
Yon 0^ (ist also ß^+i I> ß«.) so hat c^ das entgegengesetzte Vor- 
zeichen von AA«. 

Bei der in Fig. 94 abgebildeten Anordnung ergiebt sich für die 
tn^ Vertikale die Spannkraft 

, sec ©^ . , seco^+i . 
(i5= {tjsin 9^ + fi.4 sm 9«.+i = ^r-^ sin9«H ^— ^ sin 9«.+i 



Ä. 



^ tg9^ + tg9^+i 





Flg. 94 b. 



M^m = ^ [+ A'w„ + A U^^.1 — A'd« — A'(i«4-i + ^J 



und man findet deshalb: 

_ 1 
(13) 

[Fig. W I worin «^ = Aä^ (tg 9^ + tg 9«-f-i). 

Ulm FdU* Ständerfachwerk; gesucht sind die senkrechten Ver- 
schiebungen der Knotenpunkte der oberen Ourtung. Man gelangt auf 
dem vorhin eingeschlagenen Wege zu den folgenden, den in Fig. 95, 
96, 97, 98, dargestellten Anordnungen der Füllungsstftbe entsprechen* 
den Formeln: 

»<?• = , - [ — A'o„+ A «^+i4- A'rf^— AX+1 — K + a^i] 



(14) 

CFIg. 95.] 



worin h^^= ^hm 



A'.-, 



«1+1 = AÄ„+ 
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(15) 

[Flg. 96.1 



worin 6^ = Aä^ -r— ; a^.i = Aä«_, r- • 




**-/ k 




>K.^/ 



^■Ä/o 






Flg. 95. 



Flg. 96. 



(16) 

[Flg. 97.] 



M'- = -, - [ — A'o« — A'o«+i + A'(?^ + A'«?«+, — ej 
worin e« = Aä« (tg 9« + tg 9«,+ 1) 





nv*f 



(17) 

[Flg. 98.] 



M'«. = T" [+ A'm^+ A'«^i — AV^ — AV^+, — c^ + ff^., + fl^,] 

wo c^=AÄ„(tgY„— tgY«+i); am-i = AÄ«.iT^; 
I. 



^-+x 



Hat man die Biegnngslinie der einen Ourtung bestimmt, so findet 
man diejenige der anderen mittels der Bedingung, dass sich die beiden 
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senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkte m gegen einander nm 
AA«, verschieben. 

Ein Zahlenbeispiel findet sich in No. 49. 

Die Berechnung der Werthe Wm mit Hilfe der Gleichungen (8) — (17) ist 
dem in No. 46 angegebenen Verfahren vorzuziehen, sobald die Aenderungen 
der Dreieckswinkel nicht ohnehin zu anderen Zwecken (z. B. Untersuchung von 
Nebenspannnngen) berechnet werden müssen. 



Anmerkungen zu No. 47, 

L — Liegt ein Fachwerk von der unter Fall I behandelten Art vor» 
und wird nur die Biegung^linie der oberen Gurtung verlangt, so ist es zu- 
weilen zweckmässig, die den Knoten der unteren Gnrtung entsprechenden Ge- 
wichte w auf die benachbarten oberen 
Knotenpunkte zu vertheilen. Von Wm 
in Fig. 99 kommt auf den Knoten (m— 1) 



der Theil : ir«" = Wm - 



und auf 



(in + 1) der Theil: tCm = Wm - 



X^ 



Die 



Wr = — Wr- 




Flg. 99. 



Vertheilung von Wr liefert: 

Xr-fl j ' I Xr 
— und Wr=^-T^r • 

a 

Nun wird W zu Wm~\ addirt, Wm zu 
tTm+i u. s. w., so dass sich z. B. für 
den oberen Knoten (m — 1) im ganzen 
ergiebt: 

Dieses Verfahren ist namentlich 
dann am Platz, wenn die durch einen 
Knoten r der unteren Gurtung parallel 
zur Verschiebungsrichtung ge- 
legte Gerade nicht zwischen 
r — 1 und r + 1 liegt. Bei 
derartigen Fachwerken kann 
es vorkommen, dass einzelne 
Stabachsen mit der Verschie- 
bungsrichtung zusammenfal- 
len, wie beispielsweise d^ in 
Fig. 100. Man berechne dann 
die Werthe tc zunächst ohne 
Rücksicht auf diejenigen Fül- 
Inngsstäbe, welche die Rich- 
tung der to haben und deren 
Einluss auf die to dann nach- 
träglich gesondert anzugeben ist. So findet man für das Fachwerk in Fig. 100 
unter der vorläufigen Annahme A<f5 = die Werthe: 
Müller-BreslAU, Graphische Statik. II. 




Flg. 100. 



8 
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M?j = — (— A'oj + A'ei, + ^'dt); to^ = ir (+ ^'"s "" ^'^z "~ ^'^J 

''•4 = 7, (■-" ^'^* + ^'^'Jj "'* "^ T ^"^ ^'*'* "" ^'^•^ 

f<?6 = i-(— ^'^6 + A'rfe-f-^'«^) u. s. w. 

sodann : ir, = i^j' + «^s» »«'s == «»4 + w'e + W ; «^7 = «^e + w^t + «'b ' ; u. s. w. 
wobei SU betrachten ist, dass AVs das entg^engesetzte Vorzeichen von ^dz 
hat weil der Knoten 3 links von der Senkrechten durch 2 liegt (vgl. Seite 106). 
Der Einfloss von A(?5 auf Wi ist = — K^Aef«, worin [l^ den mittels des Kräfte- 
planes in Fig. 100 c bestimmten Werth bedeutet, wj ist unabhängig von Ac/e 

und der Einfluss von Arf^ auf iTg ist = H — *- weshalb schliesslich erhalten 

Ol 

wird: 

W^ = IT,' + M?8 H — ; «'s = «^4 + Wö + W^e"— l'-4^<ib'f ^1 = »V+ W^I + ^b" ' 

Aehnlich wird verfahren, wenn die Biegungslinie der unteren Gurtung 
gesucht wird. Die den oberen Knoten entsprechenden Gewichte tvm werden 
in den angeführten Sonderföllen zweckmässig auf die Knotenpunkte der unteren 
Gurtung vertheilt. 

2. — Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Spannkräfte (jl durch 
parallele äussere Kräfte erzeugt werdet! und sich in Folge dessen auch mit 
Hilfe der im ersten Bande (E^. Abschnitt) für den einfachen Fachwerkbalken 
entwickelten Formeln berechnen lassen. So sind z. B. die Spannkräfte in den 
Stäben Om, dm, dm+i des in der Fig. 86) dargestellten Fachwerks, falls auf 
dieses nur äussere Kräfte, welche die Richtung der tc haben, wirken: 

und es ergeben sich (da die gedachten Lasten -r— und -. die Momente: 

3fM.i = 0, Mm=l, jlfm+i = erzeugen) für die Spannkräfte fii, (x„ [i^ die 
Werthe: 

secßm , secqp« , secqpw-j-i 

^. = J^' ^ = +-H],-' •^ = + — — • 

Auch leuchtet ein, das8 die Glieder des Ausdrucks: 

— __ ^0'"8g<^ß* 1 Ad«,secym , Arf^^+isecym+i _ _ ^*0m . ä!dm 

hm hm hm hm hm 



+ 



hm 



als diejenigen Spannkräfte gedeutet werden dürfen y welche in den Stäben Om, 
dm, dm'\-i entstehen, wenn Mm-i = und lfM+i = angenommen werden, 
während Mm der Reihe nach die Werthe Ao», Ad«, Aef»,+i beigelegt werden. 
Bestimmt man nun diese Spannkräfte mit Hilfe des im § 36 des ersten 
Bandes mitgetheilten Zimmermann'schen Verfahrens, so gelangt man zu der 
in Fig. 101 angegebenen Darstellung der Glieder von Wm, Es wurde auf der 
durch den Knoten 2 in der Richtung von w^ gelegten Geraden abgetragen: 
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2k = 






sodann worden durch h, t, k zum Obergurtstabe 09 die Parallelen hh', ii\ kk' 
gesogen und erhalten: 



hii--^''* 



h. 



2t' = 



A'd, 



Ao, 






Tzftgt man an Stelle der Werthe ^r-^» 

Aj 



Ad, 



-r-^ die Werthe Ao, 



X, 



A(2,- 



Aefg-T— auf, wo 6 eine beliebige, aber für alle Knotenpunkte gleich 



gross angenommene Strecke bedeutet, und aeiehnet man das Seilpolygon der 
Kräfte: 

hm hm 



Wm 



=•[- 

=•[+4:^ 



+ 



-] 



h^ 



-^^^] (yergl. Fig. 86), 



r -^ ^--V 



80 geben die Ordinaten desselben die mit e multiplicirten Verschiebungen an. 

Sind die Strecken Xi, X,, X,, . . . . gleich gross (=X) oder hat die Mehrzahl 

derselben die gleiche Grösse X, so w&hle 

man 6 = X. Die schliesslich nOthig werdende 

Diyision der Ordinat«n des Seilpolygons 

durch e bezieh. X kann natürlich auch durch 

Wahl einer geeigneten Polweite umgangen 

werden. 

Aehnliche Untersuchungen lassen sich 
auch für das Fachwerk mit Vertikalen durch- 
führen. So folgt z. B. aus der für die Ver- 
tikale mm in Fig. 93 bei unten angreifender 
Belastung gefundenen Formel 

^- = ^teß-»-tgß«+i) 

ohne weiteres, dass die L&ngen&nderung 
AAm dieser Vertikalen nur auf das Gewicht 
Wm Einfluss besitzt, und dass die Grösse 

dieses Einflusses: -r-^ (tg ß« — tg P«.+i) ist 

lim 




^M^ 



Flg. 101. 



Es lässt sich dieser Werth als 



<Uejenige Spannkraft deuten, welche in der fraglichen Vertikalen entsteht, 
sobald das Moment lfm = AAM wird. 

Für die Vertikale mm in Fig. 95 wurde bei oben angreifender Belastung 
gefunden: 

_ Mm^X Um r Mtg^^i+tgJVj^] 

ein Ausdruck, der sich leicht umformen lässt in: 

jlfM— 1 Mm h m-\ 



Vm = 



Xm ^mhm 

und aus dem dann gefolgert werden kann, dass der Einfluss von A^ auf den 
Werth ir«-i gleich *" ist und auf Wm gleich ( r ir^)' 

X»» \ AfH hm ' 
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48. Bestunmung der Längenändemng einer Stabziigseluie. 

Wir betrachten einen Stabzug — 1 — 2 — • • • • — n, der in einer 
senkrechten Ebene liegen möge , und dessen Sehne On mit der Wage- 
rechten den Winkel a bildet. Die senkrechten Seitenverschiebongen 
seien mit Hilfe eines Seilpolygons gefunden, dessen Gewichte fr«, nach 
No. 47 (also ohne Zuhilfenahme der Winkeländerungen) berechnet worden 
sind. Gesucht sei die Aenderung A2 der Länge l der Sehne On. Bedeutet: 

t|m die Länge des vom Knoten m auf die Sehne On ge^llten 
Lothes, 

9m clen Neigungswinkel des Stabes s^ gegen On, 
so ist nach Seite 98: 

fi- 1 n 

M = 2ti^ AX + 2 Aä« cos 9«, 
1 1 

und diese Beziehung wird zweckmässig so umgeformt, dass AZ durch 

die bereits bei Ermittelung der Biegungslinie benutzten Werthe w aus* 

gedrückt wird. Dazu führen wir ein: 

Aä^ . ^ A5«-f.i. 



AX = i 



flm = y«, cos a 



tg ß«-f. 1 (nach Gleich. (3) auf S. 1 1), 




Fig. 102. 

WO ßm den Neigungswinkel des Stabes 8^ gegen die Wagerechte, 

y«, den in senkrechter Richtung gemessenen Abstand des Kno- 
tens m von der Geraden On 
bedeutet, und erhalten: 



A2 = cos a I 2 y«ir« + ^ 1» worin 
c = "ik (4^ tg ß. - -^-^--±L tg ß.+. )+ i ^''- ''^ ^»' 



«) 



cosa 
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Der Stab s^ liefert zu dem Werthe c die drei Glieder: 



— y-.i -— - tg ß„, + y«. --- tgß«, 



deren Summe 1 wegen y«— y«-i=X«(tgß«,— tga) = 
gleich 



Aa,^ cos (ß^ — g) 

cos OL 

Ä«sin(ß«, — 



cosa 



^] 



cos a 



[tg ß« sin (ß„ — a) + cos (ß« — a)] = As«, sec ß«. 



ist, weshalb sich ergiebt: c = 2A$MsecßM und 

(18) M = cos a( ^V. w^ + i Aa^ sec ß^)- 

Diese Formel ist ausserordentlich bequem, weil sowohl die u; als auch 
die Aa sec ß bereits zur Bestimmung der Biegungslinie berechnet wor- 
den sind. 

Gleichung (18) setzt voraus, dass keiner der Winkel ß gleich 90° 
ist Will man nun die Aenderung A^ der Sehne AB des in der 
Fig. 103 dargestellten Faohwerks mit Endvertikalen, für dessen obere 
Gurtung die Biegungslinie bereits nach No. 47 bestimmt sei, durch die 
Werthe w ausdrücken — eine für die Folge wichtige Aufgabe — so 



A/l„.. 



/ 

M 







Flg. 103. 



denke man sich die starren Stäbe ^A\ ä' A^ nB\ B'B hinzugefügt. 
A'A und B'B erhalten die Richtung AB, und es ergiebt sich dann 

M = ja(AB) = li(A'B')y 
80 dass die Aufgabe zurückgeführt ist auf die Bestimmung der Aenderung 

Digitized by VjOOQ IC 



118 



Erster Absclmitt. — § 3. 



der Länge der Sehne ä'B' eines Stabznges A'0i2 • • • m • • • nB% 
dessen Anfangspunkt und Endpunkte in der £raglichen Sehne liegen. 
Man erhalt 

(19) AZ = Sy^f^« + SA'o^. 

1 

worin A'o^ = o^sec ß^, vergl. Seite 106. 

Für den in der Fig. 103 dargestellten Fall, welcher der Fig. 98, 
Seite 112 entspricht, ist: 



(20) 



^0 = -^ (A'wi — A'<^i — Co + ai) 

«^- = T- (A'Wn — ^'dn —Cn+ «„-i) 
Am 



worin: Co = AÄQ(tgYi — ^^) (wenn Yi nach oben positiv gezahlt wird) und 
aj=:AÄi— • Vergl. Fig. 108, in welcher .Cq, aj, c«, a«-! beziehungs- 

weise dieselben Vorzeichen haben, wie AAq, AA^, AA«, AA„.i. 

Hinzugefügt werde, dass Wq und m^^ nur zur Berechnung von A/, 
nicht aber bei Aufiseichnung der Biegungslinie AqSBq gebraucht wer- 
den, und dass die Schlusslinie durch die Aenderangen A^ und AA« der 
Langen det Endyertikalen bestimmt ist. In Fig. 103 wurde A^ positiv, 
AA« negativ angenommen; es erfährt dann bei ruhenden Punkten A 
und B der Knoten eine Verschiebung nach oben, Knoten n eine solche 
nach unten.. 

Hat man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte beider 
Gurtungen des in Fig. 104 abgebildeten Fachwerks, dessen Füllungs- 




Fi«. lOi. 



Stabe mit Ausnahme der Endyertikalen schräg stehen, nach No. 47, 
Fall I, ermittelt, also w^ bis ir^., nach Gleich. (8) und (9) berechnet. 
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so bestimmt man A2 mit Hilfe der Gleichung: 
(21) M = iy^tc^ + i^'d„, 

1 

worein zu setzen ist: 

Wo = - - (^'uQ — A'c^i — Co) 

tCn = Y (^'«- — ^'dn — O- 

Cq nnd Cm haben die in Fig. 103 angegebene Bedeutung. Die Summe 
2A'c^« erstreckt sich über alle schrägen Fttllungsstäbe {d^ bis d^. 

Aufgabe* Es soll die Biegungslinie der unteren Gurtung des 
in der Fig. 105 dargestellten Fachwerkträgers bestimmt werden. Bei 
(0) hat der Träger ein festes, bei (5) ein bewegliches Auflagergelenk. 
Letzteres wird auf einer unter dem Winkel ^ geneigten Geraden geführt. 

Nachdem die Gewichte w^ bis w^ mittels Formel (10) berechnet 
worden sind, wird mit der Polweite 1 das Seilpolygon III III IV V 
gezeichnet und die Schlusslinie eingetragen. Diese Linie ist durch die 
Bedingungen bestimmt, dass der Knoten (5) die senkrechte Verschie- 
bung ^5= — AZsin^ erfährt, wo AZ die Aenderung der Stabzugsehne 




Fig. 105. 

— 5 bedeutet, und dass femer 8o=0 ist. Für Hl aber ergiebt sich, 
wenn — 5 als Sehne des Stabzuges — 1 — 2 — 8 — 4 — 5 aufgefasst 
wird, der Werth: 

1 1 • 

und zwar ist das erste Glied negativ, weil die Knoten 1, 2, 3, 4 unter- 



*) Die Bedeutung von A'u ist auf Seite 106 erklärt 
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halb der Sehne — 5 liegen. Werden nun u^i, tc^j u'st «^4 als wage- 
rechte Kräfte betrachtet, die von — 5 beziehungsweise die Abstände 
^yi9 ^y^i ^^8' ^^4 haben, wo OL eine beliebige Zahl bedeutet, '^) und 
wird zu diesen wagerechten Kräften mit der Polweite 1 ein Seilpoljgon 
gezeichnet, so besteht zwischen der Strecke b, welche die äussersten 
Seiten dieses Polygons auf der Verlängerung von — 5 abschneiden 
und den Gewichten u? die Beziehung: 

* * ft 

l.& = 2ay^M?«, und hieraus folgt: ^y^w^= — * 



Da dem Seilpolygon / // • 
so ist /'J_/, If^lly 
weshalb sich schliesslich 



und f If ' ' ' dieselbe Polweite ont^pricht, 
• • In Fig. 105 wurde a = 2 gewählt, 



S5 = — AZ sin ^ = sin vj; (^ 6 — 2 A'««) 

1 

ergiebt. Fig. 105 setzt voraus, dass h^ negativ ist, dass sich also 

Punkt (5) nach oben verschiebt. 

Werden die 8 in v-facher Vergrösserung dargestellt (werden also 
die Polweiten 1 durch die Polweiten 1 : v ersetzt) so müssen in die 
Formel für 85 natürlich auch die v- fachen Werthe A'm eingeführt werden. 

49. AuCGosBuii« der Biegungsfläohe als Momentenfläche. 



Bereclmung der Durdhbiegrmgen. 




Fig. 106. 



Es sei 0'r2' . . . m' • • • n 
(Fig. 106) die Biegungslinie des 
Stabzuges — 1 — 2 — "-fff^n 
für die Verschiebungsrichtung 
AA' und AB die Schlusslinie. 
Die Durchbiegung an der Stelle 
m sei 8m ) und der zwischen dem 
Seilpolygon und der Geraden O'n' 
gelegene Theil von 5^ möge mit 
•»)„ bezeichnet werden. Den Stab- 
zug denken wir uns in einer 
senkrechten Ebene. 

Die von der Biegungslinie 
und der Geraden O'«' einge- 
schlossene Fläche lässt sich als 
die Cu/mann'sche Momentenfläche 
eines einfachen Balkens A'B' 
deuten, dessen bewegliches Auf- 
lagergelenk auf einer zu AA' 



*) Je flacher der Stabzug ist, desto grösser muss a gewählt werden, da- 
mit eine deutliche Figur erhalten wird. 
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rechtwinkligen Bahn geführt wird, dessen Stützpunkte auf den durch 
und n zur Verschiebungsrichtung gezogenen Parallelen liegen und 
der mit «^j, «Tj, • • • w^^ • • • Wn-i belastet ist. Sind die w mittels einer 
der Gleichungen (3) oder (6) bis (17) berechnet worden, so ist die 
Pol weite des Seilpoljgons gleich der Zahl 1, und es besteht dann zwi^ 
sehen dem Biegungsmomente M^,^ des Balkenquerschnitts m und der 
Verschiebung t\„ die Beziehung: 

(22) l.iri^ = 3f«.«. 

Wurde w^ aus Gleich. (4), Seite 102, gefunden, so ist die Pol weite 
= ^, und es ergiebt sich: 

(28) ^ = -^^-- 

Hiermit ist die Bestimmung der Durchbiegungen t) auf die Be- 
rechnung der Biegungsmomente eines einfachen Balkens zurückgeführt. 
Sind die Verschiebungen 5q und S„ bekannt, so findet man nach Er- 
mittelung der Y] die 8 mit Hilfe von: 



S«. = IQm + 8o - y- + S, 



l 



Die Berechnung der Momente ist namentlich dann sehr einfach (und 
meistens schneller zum Ziele führend als die Aufzeichnung des Seilpoljgons) 
wenn der Balken Ä' B' symmetrisch belastet wird und die ir-Krtlfte in glei- 
chen AbsiAnden X wirken. Man beachte dann die Regeln auf Seite 261 und 
262 des ersten Bandes und berechne zuerst die Verhältnisse Jf» { X. *) 

ZoMenheispieU Für den auf Seite 107 (Fig. 88) untersuchten Fach- 
werkbalken wurde erhalten: 

w>4 = 0,0975; «?, = 0,1830; m», = 0,1030; f<;4 = 0,2575; «^6 = 0,1310, 
und zwar entsprechen diese Werthe den 180 •; fachen Längenänderungen der 
Stäbe. Die w wurden mittels der Gleichungen (8) und (9) berechnet, weshalb 
nach (22): 

Muf . m X ( Af«. . I» I X) 



180 



^f 



V 1?» ^j ^* 

: — X Y ■ i 



180 



-f" f^j fp f^ß (*j fjj 



u 



■f Ä,Tf i m/f ^-mfy/^-»' 



Flg. 107. 



und mit'X = 2000*"*"; 



100 



T)« = — -— (M^.m I X) Millimeter, 



*) Jf|X = . 
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Die Berechnung der Querkräfte Q und der (Jtf, 
folgendem Ansatz: 

^, = ^1^5 = 0,0655 

+ 0,2575 = 1^4 



I X) geschieht nun nach 



(?4 = 0,3280 

+ 0,1030 = w^ 
e, = 0,4260 

+ 0,1830 — ir» 
e, = 0,6090 

+ 0,0975 = ir^ 
Q^ = 0,7065 



(ilf^.JX)=:ft = 0,7065 

+ 0,6090 = ft 



(ilf..i|X) = 


1,3155 
+ 0,4260 = ft 


(ilf..,|X) = 


1,7415 

+ 0,3230 = ft 


(Jf..4|X) = 


2,0645 
+ 0,0655 = ^8 



(Jf..5|X) = 



2,1800. 



Hierauf erhält man (da ^) = und d» = ist, vergl. Fig. 106) die Durch* 
biegungen: 

Äi = 7)1 = -^ • 0,7065 = 7,85'^; «, = -^ • 1,8155 = 14,6*^; 

Ö,= 19,35-*; A4 = 22,9"^; Öb = 23,7"^; . 
dieselben stimmen mit den in Fig. 88 durch Zeichnung ermittelten Verschie- 
bungen überein. 

60. Aufgaben. Die folgenden Beispiele zeigen die Anwendung 
der iii No. 45 — 48 entwickelten Gesetze auf die Ermittelung der Bie- 
gungslinien der wichtigsten statisch bestimmten Träger. Die Form der 
Lösungen wählen wir so, dass auch die rechnerische Bestimmung der 
Durchbiegungen erledigt wird, indem wir angeben, in welcher Weise die 
Biegungslinien am zweckmässigsten als Momentenlinien gedeutet werden. 

Wir setzen voraus, dass 
die Werthe w mittels der 
Gleichung (8) oder mit 
Hilfe von (6) bis (17) 
berechnet worden sind. 
Wird Gleichung (4) an- 
gewendet , so liefern die 
folgenden Regeln die j&- 
fjEtchen Durchbiegungen. 

1. Beispiel. Ge- 
sucht sind die Durch- 
biegungen Sg» ^s> * ■ ' * 
des in Fig. 108 darge- 
stellten Freiträgers, 

Man zeichne das Seil- 
polygon der gedachten 
Kräfte Wi bis tv^ (welche 
in Fig. 108 negativ, also 
nach oben gerichtet angenommen wurden) und mache die erste Seite 
desselben zur Schlusslinie. Der neben 85 stehende Pfeil giebt die 

Digitized by VjOOQ IC 




.lüiiii 



fZi Lt) 'f/ tJt tSf fl* /-V 



Fig. lOB. 






Die Biegangtlinie. 



123 



Richtung der positiven Verschiebnngen an. Die schraffirte Biegnngs- 
flftche Iftsst sich als Momentenfläche eines Balkens AB deuten, der bei 
B eingespannt, sonst aber frei nnd mit t^i» m;«, * * * belastet ist. Hat 
man also die Momente M^^, Jf^, • • • dieses Balkens berechnet, so 
findet man: 

2m Seispiel» Gesucht sind die senkrechten Verschiebungen der 
Knotenpunkte der unteren Gurtung des in der Fig. 109 abgebildeten 
Faehtverkbalkens mit Überstehenden Enden, Ob Ä oder B auf einer 
wagerechten Bahn verschiebbar ist, ist gleichgültig. 

Man bestimme (durch Zeichnung oder Rechnung) die Momenten- 
linie (f ä' NB' D' eines bei C' und D' frei aufliegenden Balkens, auf 
welche die Lasten ir^, w^^ • * • 
(welche in Fig. 109 theils positiv, 
also abwärts wirkend, theils ne- 
gativ, mithin aufwärts gerichtet, 
angenommen wurden) wirken, 
bringe hierauf die Auflagersenk- 
rechten in ä' und B' mit der 
Momentenlinie zum Schnitte und 
lege durch diese beiden Punkte 
die Schlusslinie. Die in der Figur 
schrafifirte Fläche ist die ver- €^ 
langte Biegungsfläche. Beispiels- 
weise sind die Senkungen der 
Knotenpunkte und 5 gleich 
^0 bezieh. S^. 

3m JBeiepieilm Es soll die Biegungsfläche der oberen Gurtung 
des Gerber^ ^han Balkens in Fig. 110 ermittelt werden. Die Yerthei- 
lung der auf wagerechten Bahnen beweglichen Auflagergelenke ist 
gleichgültig. 

Nach Berechnung der u?, welche theils positiv, theils negativ aus- 
fallen, werden die folgenden Momentenlinien aufgetragen: 

C'ND' fftr den einfeushen Balken C'D' mit den Lasten w^ bis w^y 

D LE „ „ „ ff D E „ „ „ w^ „ tTij, 

E'BF' „ „ „ „ WF „ „ „ M7i5 „ i^iß. 

Hierauf werden die Senkrechten durch die Punkte A und B mit der 

Momentenlinie B' LE' in A' und B' zum Schnitte gebracht, die 

Strecken: 




71g. 109. 



A^=h' 
B'B"^h" = 



• Senkung des Punktes A, 
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abgetragen und schliesslich der durch A" und B" gehende Linienzug 
C D" E" F\ dessen Ecken senkrecht unter J) und E liegen, einge- 
zeichnet. 



-mM 




Fig. 110 

Die Fläche zwischen diesem Linienzuge und den Momentenlinien 
ist die gesuchte Biegungsfläche. 

Bei starren. StQtzen A^ und B^ sind h' und h" beziehungsweise 
gleich den Längenänderungen der Vertikalen AA^ und BB^. Erleiden 
diese 8täbe VerkUrzungen, so liegen A" und B" oberhalb Ä und B\ 
sonst unterhalb. 

4. Seispiel* Gesucht ist die Biegungslinie für die obere Gur- 
tung des in Fig. 111 dargestellten Fachwerkbogens mit drei Odenken. 
Die Werthe Wi bis Wg und w^ bis w^ seien nach No. 46 mit Hilfe 
der Winkeländerungen A^ berechnet worden. Ist auch u?^ bekannt, so 
Ifisst sich die Momentenlinie des durch die Lasten ic beanspruchten ein- 
fachen Balkens A'B' ermitteln, worauf die Durchbiegungen 8», = iC.«. 
gegeben sind. Um w^ berechnen zu können, muss man die Winkel- 
änderung A^4 haben, und diese lässt sich wie folgt bestimmen. 

Nach Gleich. (4), Seite 98 ist die durch die Aenderungen der 
Winkel ^ und der Spannungen a in den Gurtstäben bedingte Aende- 
rung A; der Stützweite AB zunächst für den Fall t = 0: 



+ -5-^^ + 1^« + 



' E ® 



und man erhält somit, bei gegebener Verschiebung A7, für A^4 den 
Werth: 
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(24) 



A^,= 



1 5 i rj 



Bei starren Stützen ist M = 0. Sind die Kämpfer Ä und B durch 
eine Zagstange vom Querschnitte Fq verbunden, so ist AZ gleich der 




Flg. 111. 

Verlängerung dieser den Horizontalschub H des Bogens aufnehmenden 

Hl 

Stange; es folgt dann AZ = — — -• Sollen Temperatur änderungen be- 

£Fq 

rücksiebtigt werden, so sind die Spannungen c in Oleich. (24) zu er- 
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Fi«. 112. 

setzen durch die Werthe a„ + ®-^^-»> wahrend für ^l der Werth 

Hl 

-^ tt^l einzuführen ist. Hierbei bedeutet t^ die Temperatur- 
EFa 
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änderung für den Stab 8^ der oberen Gurtung und Iq die Temperatur- 
änderung für die Stange AB. 

WiÜ man die Biegungslinie ermitteln, ohne die Winkeländerungen 
zu berechnen, so bestimmt man w^ bis w^ (Fig. 112) und w^ bis w^^ 
mit Hilfe der in No. 47 entwickelten Formeln und wendet dann die 
Beziehung: 

6 IS 14 

1 8 1 

an. Man erhält: 



M- 



10. 



6 18 14 

1 8 1 

Vi 



ZaldenheispieL (Figuren auf Tafel 2). Es soll die Biegungs- 
linie der unteren Gurtung des in Fig. 113 abgebildeten Fachwerkbogens 
mit drei Gelenken für den Fall bestimmt werden, dass auf den Träger 
nur eine im Scheitelgelenk angreifende Einzellast 1000* wirkt. 

Sämmtliche Stäbe sind aus Winkeleisen zusammengesetzt; die In- 
halte ihrer Querschnitte (ohne Abzug für Nietlöcher) sind in der fol- 
genden Tabelle sowie in Fig. 118 zusammengestellt worden. 





Form 
des 
Quer- 
schnitts 


Winkeleisenkaliber 


Inhalt 

des 
Quer- 
schnitts 


Obere Gurtung 


nr 


80 • 80 . lO-"* 


30"^ 


Untere „ 


JL 


90-90.11 „ 


74 „ 


Endvertikale 


nr 


90-90. 11 „ 


37 „ 


Vertikale bei (1) 


nr 


80-80.10 „ 


80 „ 


„ (2) (3) (4) 


nr 


60 - 60 - 10 „ 


22 „ 


!*• Diagonale 


nr 


90-90-11 „ 


37 „ 


2*« und b^ Diagonale 


nr 


80 . 80 - 10 „ 


80 „ 


3*« Diagonale 


nr 


70-70- 10 „ 


26 „ 


4te 


nr 


60 - 60 - 10 „ 


22 „ 



Die in die linke Hälfte des 
Zahlen geben die Spannkräfte 



♦) Die SiÄbe ^1, 6 — 7, 7 — 
<^if d^i äs, du bezeichnet. 



Trägemetzes (Fig. 118) eingeschriebenen 
(in Moffr.) an; dieselben können u. A. 

8 und IBBf werden hier zweckmässig mit 
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sehr schnell mit Hilfe eines Cremona'schen Kräfteplanes erhalten werden. 

[Der vorliegende Träger wurde im ersten Bande, § 48, No. 198 und 

§ 49 f&r verschiedene Belastongsweisen nntersncht. Die in Fig. 113 

angegebenen Spannkräfte stimmen mit den früher mit So bezeichneten 

überein nnd sind — in Tannen ausgedrückt — in der Tabelle auf 

Seite 882, Band I, enthalten. Die dort fehlende Spannkraft im ersten 

Stabe des Untergurts findet man, indem man den Horizontalschub 

H=1875* mit der Sekante des Stabneigangs winkeis multiplicirt; es 

ergiebt sich der Druck: 1875 f^^ = 2081*.] 

Die schwarzen Zahlen in der rechten Hälfte des Trägemetzes 

(Fig. 113) bedeuten die Stablängen (in cm), während Fig. 114 eine 

übersichtliche Zusammenstellung der 10 000 -fachen Längenänderungen 

(aufgetragen im Maassstabe 1 : 40) bietet. Diese Werthe sind für 

E= 1800 000 '^ f. d. qcm (Stabeisen) berechnet worden, und es ergab 

sich beispielsweise für den ersten Stab der oberen Gurtung: 

.AA«..A 10000. Ojöi , 10000.315.300 . ,,,,„„ 

10000 Aoi = ^,,, ^ ^ = H , ^^^^^^ ^^ = + 17,5"" 

^ EF ' 1800000.30 ' ' 

= + 175'"'-, 
für die Diagonale des ersten Feldes: 

.^^^«*. 10000. Dje^i 10000-509.485 „, ^^^ 

^ EF 1800000.37 ' 

= — 371-'", 
und für die Endvertikale: 

10000. ToÄo . 10000.400.525 , ^__ 

° EF ' 1800000-37 ' ' 

= + 315"^. 
Nach Berechnung dieser Längenänderungen wurden die 10 000 -fachen 
Werthe A'u, H'd (vergl. Seite 108) durch Zeichnung ermittelt. Für 
den ersten Stab der unteren Ourtung wurde z. B. der durch eine kräftig 
ausgezogene, mit dem fraglichen Stabe zusammenfallende Linie darge- 
stellte Werth 10000 A't* = — 638'"'" gefunden, für die erste Diago- 
nale: 10000 A'(i = — 600""". Die Gewichte w wurden mittels Glei- 
chung (10), Seite 109, bestimmt, da die Füllungsglieder die in der 
Fig. 91 dargestellte Anordnung haben. Es ist im vorliegenden Falle 
A'o = Ao und b^ = a^, vergl. Fig. 91, also: 

Die 10 000 -fachen Werthe a sind ebenfalls in der Fig. 114 ange- 
geben*). Man erhält (mit Weglassung des Faktors 10000) 



♦) Die Strecke, welche a^ darstellt, wurde — weil sehr klein — nicht 
eingezeichnet. 
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iri=T,TjVTj[— 175 — 600— 600+477 — 400+201]=-~0,29 
M'«=?«W[— «72 — 633-477 + 800-201+ 77]=— 0,49 
f^8=TtW[-529— 663 — 300— 104— 77— U] = — 0,89 
tt'4=TVrTr[—473 — 616+104— 601+ 11— 58] = — 1,15 

SA't«=— (577 + 600+633 + 663 + 616) -2 = - 6178. 






= — 417,6»" 
=—1254,4 
=—2990,4 
=—4416,0 



2yfi; = — 9078,4 



Da nnn im vorliegenden Falle: 

4 

AZ = 2 2y M7 + //5 M>5 + 2 A'tt 
1 

ist, 80 folgt 

(Sy«;)2 + SA't* 9078,4.2 + 6178 



^5- 



y« 



4000 



= + 6,08. 



Die Ordinaten 8^, 5^, • • ' der gesuchten Biegnngslinie sollen zu- 
nächst berechnet und zu diesem Zwecke als Biegungsmomente eines mit 
<^i» t^'s» * ' * belasteten einfachen Balkens gedeutet werden. Ftlr die 
Werthe (M^ \ X) erhält man dann folgenden Ansatz: 



^5=* «'s =3,04 


(M^.i\>d = 


Ö, = 0,22 


— i,ib = u)^ 




+ 0,58 = 9, 


04=+ 1,89 


(3f„.j|X) = 


+ 0,73 


— 0,89 = «'s 




+ 1,00 = Qi 


^3 = + 1,00 


(3C.5iX) = 


+ 1,73 


— 0,49 = Wg 




+ 1,89 = Q^ 


^, = +0,51 


(3C.4 1 X) = 


+ 8,62 


— 0,29 = Wi 




+ 3,04 = Ö5 


Öl = +0,22 


(3f..«!X) = 


+ 6,66 



Da nun in die Formel fElr w die 10000-fachen Längenänderungen 
eingeführt wurden, so ergiebt sich: 



8.= 



also: 



10000 
8j= 0,3. 0,73 = 0,219 
5^=0,3-362 = 1,086 



10000 10000 

81 = 0,3. 0,22 = 0,066*^; 
83=0,3. 1,73 = 0,519""'; 
85=0,3.6,66 = 1,998'""*. 

Will man diese Werthe durch Zeichnung finden und zwar im 

Maassstabe 25 : 1, so ist fdr das Seilpolygon der Gewichte w die Pol- 

114 
weite 10000 «-— = --- anzunehmen, weil der Längenmaassstab 

der Trägerzeichnung = 1 : 800 ist. Die Werthe w und die Polweite 
sind Zahlen, fUr welche in Fig. 113 der Maassstab 1 = 12"*"* gewählt 
wurde. 
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Nach Ermittelnng der ^iegnngslinie der unteren Gurtnng ist die- 
jenige der oberen Onrtimg durch die Bedingung hestimmt, dass sich 
der Abstand zweier senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkt« m 
um die Strecke AA« ändert. Für den oberen Knotenpunkt 2 ergiebt 
sich hiemach eine senkrechte Verschiebung von 0,219 — äLh^ = 0,219 
— 0,012 = 0,207"*. In Fig. 118 sind die auf zwei Stellen abgerun- 
deten Werthe der Durchbiegungen zusammengestellt worden. 

SL Vollfltftndlge Bestimmung der Versohiebnngen. Durch 
Au&eichnung einer Biegungslinie erhält man zunächst nur die Projek- 
tionen der Verschiebungen der Knotenpunkte auf eine feste Bichtung, 
nicht aber diese Verschiebungen selbst. Wird also die yollständige Be- 
stimmmung der Formänderung eines Fachwerks verlangt, und will man 
diese Aufgabe mit Hilfe des Seilpolygons 
lösen, so muss man ztoei Biegungslinien 
zeichnen. Wurde hierbei der Träger ein- 
mal auf ein Achsenkreuz (a?j,yi), dann 
auf die Achsen (x^ftf^) bezogen, Fig. 115, 
und sind mnii und mm^ die für den 
Knoten m erhaltenen Ordinaten der für 
die Sichtungen y^ und y^ ermittelten 
Biegungslinien, so ist die Verschiebung 
mm' des Punktes m bestimmt durch 
mim' _\_mim, m^m' _\_m^m. Es m5ge 
aber noch eine andere Darstellungsweise der Verschiebungen (die meistens 
den Vorzug yerdienen wird) gezeigt werden, darin bestehend, dass nach 
Auftragung einer Biegungslinie das im § 2 gelehrte Stabzugverfahren 
zu Hilfe genommen wird. In Fig. 116 ist dieser Weg erläutert worden. 

Oegeben seien die Verschiebungen Ay des auf ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz (ic,y) bezogenen Stabzuges — 1 — 2 — 8 — ; ausser- 
dem sei die Verschiebung Ao; irgend eines Knotens bekannt. Es werde die 
vollständige Darstellung der Verschiebungen sämmtlicher Knoten gefordert. 

AB sei die Schlusslinie der Biegungslinie 0''l''2''8'' Die 

Punkte 0'\ l", 2" . . . projicire man durch Parallelen zn AB auf eine 
zur y-Achse parallele Gerade, welche von der Schlusslinie in A ge- 
schnitten werde, und ziehe durch A und durch die Projektionen O"^ 
l'",2'" ... der Punkte O", l", 2", . . . Parallelen ^^,^o>^i»^2> • • • • ^^ 
0?- Achse. Auf der gjt nehme man den Pol des verlangten Ver- 
schiebungsplanes beliebig an und bestimme nun zunächst die Verschie- 
bung desjenigen Knotens, dessen Ao; bekannt ist. 

In Fig. 116 wurde Ax, gegeben angenommen und der Strahl 
02\ welcher die Verschiebung des Punktes 2 nach Orösse, Bichtung 
und Sinn darstellt, eingezeichnet; sein Endpunkt 2' liegt auf der Oe- 

Müller-BresUn, Qraphiflche SteUk. IL 9 f^r^r^r^]^ 
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raden g^ (weil die Projektion Yon 02' ai^f die Richtung y gleich Ay, 
sein mnss) and im (negativ vorausgesetzten) Abstände tkX^ von der 
durch parallel zur y- Achse gezogenen Geraden 00\ 

Trägt man nun an 2' die dem Stabe 8^ parallele Strecke A2 an, 
welche gleich der Aenderung der L&nge 8^ ist und den Sinn 2 — 1 
oder 1 — 2 erhält, je nachdem der]fStab 8^ gedehnt oder verkürzt 




^— 4^"->» 



Flg. 116. 



wird, imd errichtet man im Endpunkte von A2 auf A2 ein Loth (p,)» 
welches die Gerade ^^ in l' schneidet, so giebt der Folstrahl Ol' nach 
GrSsse, Sichtung und Sinn die Verschiebung des Knotenpunktes 1 an, 
wie ohne weiteres aus dem im § 2 gelehrten Stabzugverfahren hervor- 
geht. Auf dieselbe Weise ?mrde die Lage des Punktes O' bestimmt 
und *— wieder von 2' aus — der Reihe nach 8', 4', 5', 6' festgelegt. 
In Fig. 116 ist vorausgesetzt worden, dass alle Stäbe mit Ausnahme 
von «5 Verkürzungen erleiden. 

Will man die Ao? durch Rechnung bestimmen, so'^differenzire man die 
Gleichang ,^. ^ (^_, _ ^^ + ^^^^ _ y^,. 

und ersetze das5^Di£Perentialzeichen durch das Zeichen A. Man erhält: 

28» A«m 3c 2 (xm-i — a?m) (Aa?»-i — tiXm) + 2 (y^-i — y«) (Ay«-.i — Ay«,) 
und hieraas 

Aa?„-i — ^xm = A«« sec ß» — (Ay«-i — Ay«) tg ß», 
wo ßw den Neigungswinkel des Stabes Sm gegen die ^Achse bedeutet. Kennt 
man also einen der beiden Werthe Aa?M-i und Arr««, so kann man auch. den 
anderen angeben, so dass es möglich ist, mit Hilfe der vorstehenden Formel 
und mittels des in Nr. 49 zur Bestimmung der Ay entwickelten Verfahrens 
flämmtliche Beitenverschiebungen Ao?, Ay eines Stabzages durch Rechnung 
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zu finden, sobald ein Werth Lx und zwei Werthe Ay bekannt sind. Ein 
anderes rechnerisches Verfahren Iftsst sich leicht durch Projiciren des im § 2 
eingeführten, durch Aneinanderreihung der As und p entstandenen Linienzuges 
auf zwei rechtwinklige Achsen x und y ableiten. 

52. Einftihnmg stellyertretender Stabsüge. Die in der Fig. 116 
gezeigte Darstellnngsweise der Verschiebnngen wird besonders übersicht- 
lich, sobald sämmtliche Ad = sind, weil der Verschiebnngsplan dann 
aas einem Linienznge O' l' 2' . . . . besteht, dessen Eckpunkte 0^ l', 
2^ . . . . in den Geraden ^o> ^i» 9%,y • • • • liegen, und dessen Seiten 
O' — l', l' — 2', . . . rechtwinklig zu den entsprechenden Stabrichtnngen 
— 1, 1 — 2, .... sind.*) Auch ist zu beachten, dass sich im Falle 
des Verschwindens der As für die Gewichte w (nach Gleich. 8, S. 101) 
die von der Lage des Ächsenkrevuses x,y unabhängigen Werthe 

ergeben, und es liegt daher der Gedanke sehr nahe, dass es zuweilen 
Yortheilhaft sein dürfte, den elastischen Stabzug behufs Darstellung der 
Verschiebungen seiner Knotenpunkte durch einen aus starren Gliedern 
bestehenden zu er- 
setzen.**) 

Zu einem sol- 
chen stellvertreten- 
den Stabzuge ge- 
langt man, indem 
man zwischen je 
zwei aufeinander 
folgenden Knoten- 
punkten m — 1, m 
einen neuen Knoten 
mg annimmt und 
diesen sowohl mit 
m — 1 als auch mit 
m durch starre (in 
Fig. 117 gestrichelt 
angegebene) Stäbe 
yerbindet. Der neue Randwinkel bei m sei o^ = 5*« -|- o« -f" >^+i » der 
Band Winkel bei mg sei t«,. Die Aenderungen von t«, und o^ sind: 




Fig. 117. 



*) Vergl. auch Seite 96, Fig. 79. Dort wurde dieses Gesetz bereits auf 
anderem Wege abgeleitet. 

**) Der Umstand, dass icm=^^m von der Lage des Achsenkreuzes (a?, y) un- 
abhängig ist, vereinfacht auch die Anwendung zweier Biegungslinien. Schliessen 
die beiden Richtungen, welche den Gewichten w zugeschrieben werden sollen, 
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At^ = — - (cotg x^ + cotg 0)J 

Aa«=AX+A(.)^ + Ax«+i=AX —coigx^ ^=iicotgo^i. 

Betrachtet man die At und Aa als Kräfte, welche in der Richtung r 
wirken, und verbindet man dieselben durch ein Seilpoljgon mit der 
Polweite Eins, so ist dieses Seilpoljgon die Biegungslinie des aus 
starren Gliedern bestehenden Stabzuges für die Richtung r, und das 
eingeschriebene Polygon, dessen Ecken den Knoten . . . (m — 2), (m — 1), 
m, (m'\-l) . . . entsprechen, ist die Biegungslinie des elastischen Stab» 
zuges . . . (m — 2) (m — 1) m (m+ 1) . . . 

Die Punkte mQ wird man so annehmen, dass die Cotangenten der 
Winkel x und o runde Zahlen sind. Wählt man z. B. o« = x^ = 45°, 
so erhält man sehr ein&ch: 

At. = 2-^ und Aa, = AX-^-^^^.*) 

Hat die Elasticitätsziffer E für alle Stäbe denselben Werth, so 
ersetze man die Gewichte At und Aa durch die Gewichte £^At bezw. 
^Aa und die Polweite 1 durch die Polweite E. Sollen dann Tem- 
peraturänderungen unberücksichtigt bleiben, so treten in den yorstehen- 



den Winkel ^ ein, so denke man das Eräftepolygon nach AufsBeichnung der 
ersten Biegangslinie um ^ gedreht, um eioKUfiehen, dass jede Seite des zweiten 
Seilpolygons mit der entsprechenden Seite der ersten Biegnngslinie den Winkel 
^ bilden moss. Mit Bücksicht auf die käuflichen Winkelbrettchen wird man 
für 4i einen der Winkel: dO"*, 60"*, 45'', 90° wählen. Auf weitere Beziehungen 
zwischen den beiden Biegnngslinien gehen wir nicht ein, da sich der Linien* 
zog 0'1'2'S' . . . ebenfalls schnell zeichnen lässt und die Verschiebungen so- 
fort nach Grösse und Richtung liefert, so dass man die Zusammensetzmig der 
Seiten Verschiebungen (nach Fig. 115) spart. 

*) Es ist darauf zu achten, dass keiner der hinzugefügten starren Stäbe 
die Richtung r erhalten darf, wenn ausser der Biegungslinie noch die voll- 
ständige Darstellung der Verschiebungen mit Hilfe des Linienzuges 0'1'2'... 
(Fig. 116) ohne jede weitere Zwischenrechnung erfolgen soll. Diese Zwischen- 
rechnung, welche, wie leicht einzusehen ist, in der Ermittelung des Werthes p 
für jeden in die Richtung r fallenden Stab bestehen würde, ist zwar nicht 
schwierig, immerhin aber umständlicher als die Annahme besonderer Winkel 
Cd und X für diese Stelle des Stabzuges. Wird nur die Biegungslinie für die 
Richtung r verlangt, so dürfen Stäbe von der Richtung r vorkommen, denn es 
entsprechen dann den beiden Endpunkten solcher Stäbe im Sinne r gleichgrosse 
Verschiebungen. Zu beachten ist auch, dass die Gewichte At und Aa in der 
Reihenfolge . . . At«..i, Aom^i, At«., Ao«., Atm-j-i, Agu+i . . . durch das Seilpolj- 
gon verbunden werden müssen 
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den Formeln an die Stelle der Verlängerungsverhältnisse ^sjs die Span- 
nungen a. Ist (i> = X = 45^ 80 erhält man: 

Für die in der Fig. 118 angegebene Lage der eingeschalteten Punkte 
niQ ergiebt sich: 

At« = ~ (cotg >c^ + cotg oj 

»•» 

^a^ == AXH — — cotg x^ + -^^ii cotg ü^,. 



«m 



«m+1 




Fig. 118. 



Welche der beiden Anordnungen (Fig. 117 oder Fig. 118) gew&hlt 
wird, ist fOr das Ergebniss gleichgiltig. Man strebe zur Erzielung 
übersichtlicher Eräftepoljgone nach Möglichkeit gleiche Vorzeichen der 
Gewichte w an. Z. B. wird man 

bei einfachen Balkenbrücken in der ^^ ^fSSur^^-äsü^^''' 

Regel für die Aa der oberen und 
auch der unteren Ourtung positive 
Werthe erhalten und sich infolge- 
dessen bei Untersuchung einer obe- 
ren Gurtung für die in Fig. 118 
gegebene Anordnung entscheiden, 
weil die As und a der Obergurt- 
stäbe negativ sind. Bei einer unte- 
ren Gurtung wird besser nach Fig. 117 verfahren. 

Eine andere Behandlungsweise des stellvertretenden Stabzuges 
schliesst sich der auf Seite 104 bis 112 gelösten Aufgabe an: die Ge- 
wichte iv^ zu bestimmen, ohne vorher die Winkeländerungen A^ zu 
berechnen. Dieses Verfahren kommt natürlich nur dann in Frage, wenn 
die Winkeländerungen nicht ohnehin zu ande]:en Zwecken**) angegeben 
werden müssen; dasselbe möge an dem in Fig. 119 dargestellten Bei- 
spiele erläutert werden. 

Gesucht sei die Biegungslinie (für die Eichtung r) der Gurtung 
. . . (w — l)m(m4-l) • • . eines einfachen Dreiecknetzes. Die den ein- 
geschalteten Knoten ihq entsprechenden Gewichte At«^ werden wie vor- 
hin berechnet, das Gewicht w^ für einen Knoten m der Gurtung hin- 
gegen nach der auf Seite 105 bewiesenen Gleichung: 

«7^ = 2|x* As. 



*) Vergl. S. 102. Dem Einfluss von Temperaturänderungen t kann man 
aach Rechnung tragen, indem man a ersestzt durch (j-{-&Et 

^) Z. B. Bestimmung von Nebenspannungen. Vergl. auch Seite 95. 
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Hierin bedeutet (X die Spannkraft, welche in einem Stabe des in Fig. 
119^ herausgetragenen Fachwerktheiles infolge der drei unter sich im 

Gleichgewichte befindlichen parallelen äusseren Kräfte — , -,, ( 1~~) 

entsteht und As die Längenänderung des Stabes fdr denjenigen Be- 
lastungszustand, fflr welchen die Biegungslinie gesucht wird, e und t 
sind die gegenseitigen Abstände jener 8 Kräfte, deren Richtung ge- 
legentlich der früheren Ableitung der Gleichung u7^ = 2|xA8 parallel 
den %D vorausgesetzt wurde, jetzt aber willkürlich gewählt werden darf, 
weil ja die Grösse der w eines aus starren Gliedern bestehenden Stab- 
zuges unabhängig von der Richtung r ist. Die Summe 2 ersti'eckt 




Fig. tl9. 

sich über die in der Fig. 119^ mit den Ziffern 1, 2, 8, ... 6, 7 be- 
zeichneten Stäbe, deren Spannkräfte |x in Fig. 119° mittels eines 
Cremona*schen Kräfteplanes dargestellt wurden. Für die Fachwerkstäbe 
8 und 5 ergaben sich Zugkräfte |x, fUr die übrigen Druckkräfte. Sind 
also die Längenändernngen der Stäbe 1, 2, 3 . . . bezieh. = Ai, A^, 
Aq, . . . so folgt: 

«^-. = — K-iAj— [ijAj+tisAa — ix^A^+iXjAj — |XgAe— (i^A^. 

Es wird sich empfehlen, die Richtung der Kraft — so zu wählen, dass 

e 

e einen festen, durch eine runde Zahl ausdrückbaren Werth annimmt. 

Bei Ermittelung der verschiedenen w sind also verschiedene Kräfte 

richtungen anzunehmen. 

Eine wichtige Anwendung der stellvertretenden Stahzüge findet sich 

in No. 35. 

Uebungsaufgaben zu den §§ 1 bis 3. 

1* Aufgabe* Es soll die Aendernng A^ des Randwinkels d^ des in 
Fig. 120 dargestellten Fachwerks mit Hilfe eines TTi^tot^schen Yerschiebungs«* 
planes bestimmt werden, 
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Lösung, Man nehme den Punkt a und die Richtung des Stabes ad als 
festliegend an, ermittele nach No. 32 (S. 58) der Reihe nach die Verschiebungen 
Ob\ Oe\ Od\ Oe der Punkte d, c. d, e und denke hierauf die Verschiebung 
von e nach dem Stabzugverfahren bestimmt Man erkennt dann, dass das Loth 
von e auf A7 gleich «tA^» ist und findet 

«7 

Der Drehungssinn von 87 gegen 81 ist in der Figur durch einen Pfeil ange- 
geben worden; hiemach ist A!;^» positiv. Wir setzten voraus, dass die Stäbe 
2, 4, 5 gedehnt, die übrigen verkürzt werden. 




% 



y 










Fig. 120. 



Fig. ISl. 



2. Aufgabe. Behufs Darstellung der Biegungslinie der oberen Gurtung 
des in Fig. 121 abgebildeten Fachwerks soll das Gewicht Wh mit Hilfe eines 
Williot*schen Planes dargestellt werden und zwar ohne gesonderte Ermitte- 
lung von A^ft. 

Lösung, Man fOge die zu tr» parallelen starren beliebig langen Stäbe 
8 und 11 hinzu, femer die starren Stäbe 9 und 10. Dann ist (wenn die Pol- 
weite 1 gewählt wird) irfr = Aa6, welcher Werth nun auf die soeben gezeigte 
Weise bestimmt wird. Man nehme hierbei Oq und die Richtung des Stabes 9 
als festliegend an. 

S. Aufgabe. Mit Bezugnahme auf Fig. 121 beweise man, dass, sobald 

A« (7 



= -=r ist, das Gewicht ir» nach der 



die Polweite = E gewählt wird und 

Formel 

iOh = cotg ai (0 — ai)*) + cotg a, (cj, — a^) + cotg a, (a, — (!,) + cotg «4 (cj^ — aj) 
+ cotg «5 (CJ4 — Jb) + cotg «s (ae — a») + cotg o, (a« — a^) + cotg o. (0 — a,) 

berechnet werden darf. 

Lösung. Man gelangt zur vorstehenden Formel ohne weiteres, indem 
man nach Gl. (2) Seite 90 die Aenderungen der Dreieckswinkel, aus denen sich 



*) Zur besseren üebersicht wurden die Spannungen der Stäbe 8 und 1 X 
mit aufgeführt. 

Digitized by VjOOQIC 



136 



Erster Abschnitt. — § 8. 



(jLb zusammensetzt, bestimmt und dieselben addirt. Die Multiplikationen mit 
cotg. werden zweckmässig zeichnerisch ausgeführt. Man könnte auch den Au»* 
druck nach den Spannungen a ordnen. Der Einfluss yon a, auf Wh ist dann 

= a, — ^, wo «2 di® Länge des Stabes 2 und r% das Loth von h auf 2 bedeutet. 
*•» 

Wie stellt man den Einfluss der Spannung eines von h ausgehenden Stabes z. B. 

den von o^ am bequemsten dar? 

4* Aufgabe* Gesucht sei die fiiegungslinie (fdr die Richtung r) eines 

Stabzuges, dessen A« und A^ gegeben sind; einzelne Stäbe haben aber die 

Richtung r. 

Lösung. EWt s» 
mit der Richtung r zu- 
sammen, so schalte man 
nach Fig. 122 zwischen 
m — 1 und m mittels 
starrer Stäbe, welche mit 
8m Winkel von iö*" ein- 
schliessen, einen neuen 
Knoten m^ ein, dessen Ge- 
wicht tTMo = — 2 — - ist. 
Für itm-i und %Vm erhält 




tOm-l = A^«- 



■ Ag„ 

'"^ 8m 



Flg. 1S2. 



W7«=Aä«,+ 



Aft. 



Ist Asm positiv, so ist tCm^ im Sinne ( — r) anzunehmen. Figur 122 setzt also 
voraus, dass der Stab 8m gedrückt wird. Zu beachten ist, dass die Gewichte 
in der Reihenfolge i^m-i, f^wo* Wm durch das Seilpolygon verbtmden werden 
müssen wie dies in Fig. 122 angedeutet ist. 

S* Aufgabe. Es soll der Verschiebungsplan für die untere Gurtang 
0—2—4—6 des in der Fig. 128 dargestellten Trtgers mit Hilfe eines stellver- 
tretenden, aus starren Glie- 
dern bestehenden Stabzuges 
0—1 — 2—3—4 — 5—6 ge- 
zeichnet werden. 

Die Lösung besteht da- 
rin, dass zuerst nach No. 52 
die Biegungslinie für die zur 
Bahn des beweglichen Auf- 
lagersrechtwinklige Richtung 
r gezeichnet vrird, weil dann 
die Schlusslinie 0"6" sofort 
gegeben ist Hierauf wird der 
Linienzug 6'5'4'8'2'1'0' nach 
No. 51 bestimmt. Die Strah- 
len 00', 02', 04' stellen nach 
GrOsse, Richtung und Sinn die 
Flg. 128. Verschiebungen der Punkte 
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0, 2, 4 dar. — Von den drei fOr diesen Trfiger in diesem Buche mitgetheilten 
V^ahren (vergl. Fig. 38, 105, 1 28) ist das erste im allgemeinen das einfachste. 
Die Lösong in Fig. 105 verdient den Vorzug, sobald die lothrechten Verschie- 
bungen d durch Rechnung bestimmt werden sollen und die zuletzt angegebene 
(Fig. 128) wird vortheilhaft, sobald die Winkeländerungen noch zu anderen 
Zwecken (z. B. zur Ermittelung von Nebenspannungen) gebraucht werden. 

€• Aufgabe» Ein Fach werk sei in der Weise erzeugt, dast zu einem 
Stabdreieck abe zwei neue Stäbe gefügt werden, die in einem neuen Ejioten 
d miteinander verbunden sind, hierauf an zwei beliebige Knoten dieses Stab- 
gebüdee wieder zwei Stäbe mit einem Knoten e angeschlossen werden u. s. f. 
Es sollen die Winkeländerungen dieses Fachwerks berechnet werden. 

Die Lösung stützt 
sich auf die Gleichung 
Asi = A Atti + Ast cos «9 

-{- Asscoeot, 
welche einen besonderen 
Fall der auf S. 98 für 
A{ abgeleiteten Formel 
darstellt, und durch 
welche die Aenderung 
der Seitenlänge «i eines 
Dreiecks (Fig. 125) be- 
stimmt ist, sobald die 
Aenderungen des Gegen- 
winkels und der beiden anderen Dreieckseiten bekannt sind. 

Liegt beispielsweise das Fachwerk in Fig. 124 vor, so berechnet man auf 
die in No. 40 gezeigte Weise die Winkeländerungen der Dreiecke aeh und abd 
und drückt hierauf die Aenderung der Entfernung cd durch die Längenände- 
rungen Aae und Aa(? der Seiten ac und ad und durch die Winkeländerung 
A (ead) = A (cab) — Ä (dab) aus. Jetzt bestimmt man_die Winkeländerungen 
der Dreiecke a c <2,cc?d und c (2 e, drückt A0& durch Ac^, Acdund A(6od) auB,u.s.w. 

Auf diesem Wege lassen sich z. B. sämmtliche Winkeländerungen der in 
den Figuren 49 und 50 abgebildeten Fachwerke berechnen, wie denn über^ 
haupt leicht einzusehen ist, dass sich mit Hilfe der Formel für Asi und mittels 
der in No. 37 u. 88 durchgeführten allgemeineren Untersuchungen die in den 
§§ 2 u. 8 angegebenen Darstellungsweisen auf' ähnliche Art erweitern lassen, 
wie dies im § 1 mit dem von Williot ursprünglich auch nur für einen sehr 
einfachen Fall gegebenen Verfahren geschehen ist 




Fig. 124. 



Fig. 135. 



! . i 



§4. 

ElnflassUnleii und Elnflnsszahleii fftr elastische 
YersehlehimgeiL 

68« — Mit Hilfe der in den vorigen Paragraphen gelehrten Ver- 
fahren ist man im Stande, die Formänderung eines statisch bestimmten, 
irgendwie belasteten Fachwerks festzustellen. Es bedürfen aber diese 
üntersnchnngen noch einer Ergänzung für den Fall, dass der Einfluss 
der am Fach werk angreifenden Lasten P^, P,, . . . auf irgend eine der 
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die Formändernng bestimmenden Grössen gesondert angegeben werden 
soll, etwa zu dem Zweck, die Grenzwerthe dieser Grösse (für welche 
natürlich das Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
gelten muss) zu ermitteln. Zwar könnte man diese Aufgabe in der 
Weise behandeln, dass man das Fachwerk zuerst nur mit P| belastet, 
dann nur mit P^, u. s. w. und für jeden dieser Fälle einen Verschie- 
bungsplan zeichnet; doch ist dieses Verfahren so umständlich, dass die 
Aufsuchung einer anderen Lösung geboten erscheint. Die Handhabe 
hierzu bietet der Maxwell'sche Satz von der Gegenseitigkeit der elas- 
tischen Formänderungen (S. 30), dessen Anwendung zunächst an zwei 
Beispielen gezeigt werden soll. 

1, Aufgabe. Gesucht ist die Einflusslinie für die Senkung h^ 
des Knotenpunktes m eines durch lothrechte Lasten P beanspruchten 
Fachwerkträgers. 

Man nehme das gewichtslose Fachwerk nur^ mit einer in m an- 
greifenden lothrechten Kraft Eins belastet an, ermittele die hierbei ent- 
stehenden Spannkräfte^ 
und Längenänderungen 
Aa und bestimme (nach 
einem derin den§§ 1 — 8 
angegebenen VerfBkhren) 
die diesen Aa entspre- 
chende Biegnngslinie 
derjenigen Gurtung (bei- 
spielsweise AGB), an 
welcher die Lasten P an- 
greifen sollen. Ist nun 
die bei k gemessene 
Ordinate dieser Biegungslinie ='JQt, so verschiebt die in mangreifende 
Last Eins den Knoten k im lothrechten Sinne um t]^, und es wird des- 
halb (nach dem Mazwell'schen Satze) eine in k angreifende Last Eins 
den Knotenpunkt m ebenfalls um y\j, verschieben. Hieraus folgt aber» 
dass die gezeichnete Biegungslinie die Einflusslinie fQr h^ ist. 

Die Lasten P^, P^, P3 denen die Ordinaten yj^, yj^, i^g entsprechen, 
verursachen beispielsweise bei m die Senkung 

Beispiel, In Fig. 113 auf Tafel 3 wurden die senkrechten Verschiebungen 
der Knotenpunkte eines Bogenträgers mit drei Gelenken fiir den Fall aufge- 
tragen, dass im Scheitelgelenk eine Last l' = 1000'' wirkt. Die für die untere 
und obere Gurtung erhaltenen Biegungslinien sind daher die Einflusslinien für 
die lothrechte Verschiebung 8 des Scheitelgelenks; mit Hilfe der ersteren kann 
der Einfluss von Lasten festgestellt werden, welche in den unteren Knoten- 
punkten angreifen, mittels der zweiten der Einfluss der BelastujQg der ol)eren 
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Knoten. Ist die oben angreifende Yerkehrslast: ;> = 0,665* f. d. Meter und 

pX = 0,665. 3,0 = 2' f. d. Knotenpunkt, so folgt für volle Belastung (also mit 

Vemacblftssigung der kleinen negativen Beitragsstrecken an den Tr&gerenden) 

8^=j)X [2,00 + 2 (1,10 + 0,52 + 0,21 + 0,04)] = 11,5—. 

Von der ständigen Belastung ^X = 0,37 . 8,0 = 1,11' eines Feldes möge 
der Theil ^«X = 0,27 (Gewicht der Hftlfte eines Feldes des Haupttrftgers) an 
der unteren Gartung angreifend angenommen werden, der Theil ^«X = 0,84' an 
der oberen Gurtung. Die Durchbiegung infolge der ständigen Belastung be- 
trägt dann: 

«^ = g^\ [2,00 + 2 (1,09 + 0,52 + 0,22 + 0,07)] 

+ ^0 X [2,00 + 2 (1,10 + 0.52 + 0,21 + 0,04:- -^^y^)] =i^§ds~. 6 • V ^ 



-V — frj 



2m Aufgdbe* Ein Fachwerk sei mit beliebig gerichteten Ejräften 
^19 -^9» • • • belastet. Gesucht sei die Projektion 5,. der Verschiebimg 
einee Knotens C auf eine feste Richtung r. Der Einfloss jeder Last P 
soll gesondert angegeben werden. 

Man zeichne den Verschiebungsplan für den Fall, dass auf das 
Fachwerk nur eine Last P^= 1 wirkt, welche in C angreift und die 
Richtung r hat. Für irgend einen Knoten m ergebe dieser Plan die 
Verschiebung tn" tn\ deren Projektion auf die Richtung ron P«, mit 
i5,„r bezeichnet werden möge,**) wobei das obere oder untere Vor- 
zeichen gelten soll, je- 
nachdem der Sinn je- 
ner Projektion mit dem 
Sinne von P« überein- 
stimmt oder nicht. 

Nun ist aber nach 
dem Mazwell*8chen 
Satze die gesuchte Ver- 
schiebung hrm9 welche 
Punkt C in der Rich- 
tung r und infolge von 
P^ = 1 erfuhrt, ebenso gross wie die bereits dargestellte Verschiebung 
5»r welche der Punkt m in der Richtung P„ und infolge von P^ = 1 
erleidet und daraus folgt, dass der Einfluss von P«, auf die Verschie- 
bung 5^ gleich P^S^r ist. Auf die gleiche Weise findet man die Ein- 
flüsse der Lasten P|, P,, . . . so dass man schliesslich 




Flg. 127. 



*) Die Knotenpunkte an den Trägerenden sind nur mit -^ 9o^ belastet. 
^) Nach der auf Seite 31 eingeführten Bezeichnungsweise. 
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erhält. Die Orössen 8^^ 5,^, . . . nennen wir kurz die den einzelnen 
Lasten P^, P,, . . . entsprechenden Einflusszahlen; sie ergeben sieh 
sämmtlich ans .dem f)ir P^ = 1 gezeichneten Verschiebnngsplane. 

54. — Das in den vorstehenden Beispielen angewandte Verfahren 
ist ein allgemeines und führt anch dann zum Ziele, wenn die h nicht 
Verschiebungen und die P nicht Einzellasten bedeuten, sondern diese 
Buchstaben zur Bezeichnung der auf Seite 81 erklärten Begriffe „Weg 
einer Belastung^' und „Belastung^* dienen. Stets wird man die darzu- 
stellende OrOsse 

mittels des Maxwell'schen Satzes umformen in 

K = KrPa + hrP, H h KrP.. H 

und dann die Einflusszahlen S«^, S»^, . . . . S^r» • • • einem fClr den Zu- 
stand P^ = 1 gezeichneten Verschiebungsplane (an dessen Stelle häufig 
eine Biegungslinie treten darf) entnehmen. Es verdient hervorgehoben 
zu werden, dass diese Regel auch für statisch unbestimmte Fach- 
werke gilt. 



§6.' 
Das statisch unbestimmte Fachwerk. 

a. Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen mittels des Haxweirtchen Satzes. - 

66. — Wir haben bereits in der Einleitung gezeigt, dass die Be- 
rechnung eines statisch unbestimmten Fachwerks in die Lösung zweier 
Aufgaben zerfHUt. Erstens sind die Spannkräfte der Stäbe und die 
Stützenwiderstände mittels der Oleichgewichtsbedingungen durch die 
gegebenen Lasten P und gewisse statisch nicht bestimmbare Grössen X 
auszudrücken, und zweitens sind die Grössen X mit Hilfe von Glei- 
chungen zu berechnen, welche man erhält, indem man die Formver- 
änderung des statisch bestimmten Fachwerks, in welches das unbe- 
stimmte im Falle des Verschwindens sämmtlicher Grössen X übergeht, 
gewissen Bedingungen unterwirft. 

Der einzuschlagende Weg ist meistens sehr leicht zu finden, wie 
die folgenden Aufgaben zeigen werden, bei deren Lösung wir von den 
in der Einleitung angestellten allgemeineren Untersuchungen zunächst 
nur den Mazweirschen Satz zu Hilfe nehmen, während wir uns im 
übrigen lediglich auf die §§ 1 — 8 stützen. Denn es kommt uns besonders 
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daranf an, zu zeigen, dass die Berechnung eines gegebenen statisch 
nnbestimmten Fachwerks für denjenigen eine sehr leichte Angabe ist, 
welcher sich mit der Darstellung der Formänderungen statisch bestimmter 
Fachwerke vertraut gemacht hat und den Maxweirschen Satz kennt.*) 
Später werden wir auch die übrigen in der Einleitung angegebenen 
Verfahren verwerthen. 

66. Untersuohmig eines über zwei Oeffiimigen gestreokten 
Balkens ACBy Fig. 128, welcher durch lothrechte Lasten P bean- 
sprucht wird. 

Der naheliegendste Rechnungsgaug ist der folgende. Wäi-e der 
Widerstand X der Mittelstütze bekannt, so Hessen sich die in Ä und 
B angreifenden Stützendrücke und sämmtliche Spannkräfte S des aus 
aneinandergereihten Dreiecken bestehenden Fachwerks angeben. 

Nimmt man zunächst 

X=0 an, so entsteht ein ^^- 

einfacher Balken ÄB^ des- 
sen Stützenwiderstände Äq 

^Pb ^ „ :SPa 
= und Jjn = : — 

sind, und dessen Spannkräfte 
Sq leicht gelinden werden 
können, beispielsweise mit- 
tels eines Cremona*schen 
Kräfteplanes. Dieser ein- 
fache Balken wird an der 
Stelle C eine lothrechte 
Durchbiegung h^ erfahren. 




Flg. 128. 



Fig 129. 



Flg. ISO. 



deren Grösse sich nach einem 
der in den §§ 1 — 3 gezeigten 
Verfahren ermitteln lässt. 

(Das gestrichelte Polygon in Fig. 129 sei die Biegungslinie der Gur- 
tung A CB), Denkt man jetzt die Kräfte P beseitigt und belastet den 
einfachen Balken AB nur mit einer in C augreifenden, nach oben ge- 
richteten Last X, so wird der Funkt C im lothrechten Sinne um S'^ 



*) Die Untersuchung ?on Fach werken, welche erst entworfen werden sollen, 
ist nur insofern umständlicher, als die statisch nicht bestimmbaren Grössen \ 
▼on den zunächst unbekannten Stabquerschnitten abhängen. Im allgemeinen 
wird man die Querschnittsgrössen zuerst schätzungsweise annehmen, hierauf 
die X und 8 ermitteln, die erforderlichen Querschnitte bestimmen und im Falle 
grösserer Unterschiede zwischen den gerechneten und den geschätzten Quer- 
schnitten das ganze Verfahren wiederholen. Vereinfachend wirkt hierbei der 
Umstand, dass der Einfluss der Belastung auf die Grössen X nur von dem gegen- 
seitigen Verhältniss der Querschnitte abhängt. Vergl. auch No. 74. 
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gehoben, wobei h' die mit Hilfe eines zweiten Verschiebongsplanes zu 
bestimmende lothrechte Senkung bedeutet ^ welche C erfährt, sobald der 
einfache Balken AB nnr dnrch eine in C angreifende, lothrechte, ab- 
wärts gerichtete Last von der Grösse 1 beansprucht wird. Sind nun 
die Stützen des in Fig. 128 abgebildeten Trägers vollkommen starr, so 
muss die lothrechte Verschiebung von C gleich Null sein, und es folgt 
hieraus die Bedingung: Sq — S'X=0, aus welcher sich 

ergiebt. Würde sich, bei nachgebenden Widerlagern, Punkt C gegen 
die relativ festliegenfl gedachte Gerade ^^ in lothrechter Richtung um 
5^ nach unten verschieben, so wäre X aus der Gleichung h^ — h'X=-h^ 
KU berechnen. Nach Bestimmung von X können die Spannkräfte 8 in 
den Stäben des Balkens ACB mittels der Formel 

8 = 8q — 8'X 
gefonden wBrden, untet 8' die Spannkraft ftlr den in Fig. 180 dar- 
gestellten Belastungsfall X= — 1 verstanden, und ganz ebenso erhält 
man die Stützen widerstände : A = Äq — A' X! ^ B = Bq — B'X^. 

Den Einfluss von Temperaturänderungen wird man stets gesondert 
bestimmen; man wird also die Verschiebung &o ^^s durch die Lasten P 
beanspruchten Balkens AB (Fig. 129) unter der Voraussetzung ermit- 
teln, dass die Stäbe die Längenänderungen A^^ = -^=- erfahren, und 

schliesslich wird man mit Hilfe eines dritten Verschiebungsplanes diejenige 
lothrechte Verrückung &« feststellen, welche der Punkt C des einfachen 
Balkens AB erfährt, sobald sich die Stablängen um Ad( = ^ts ändern. 
Der entsprechende Widerstand der Mittelstütze ist dann: 

er erzeugt im Träger ACB (Fig. 128) die Spannkräfte: Ä, = — ä'X,. 
Im Falle gleichmässiger Erwärmung sämmtlicher Stäbe ist 8« = 0, so- 
bald die drei Punkte A^ B, C in derselben Wagerechten liegen. 

unsere Aufgabe ist hiermit gelöst. Die Auflösung leidet aber 
noch an einer Weitläufigkeit, die darin besteht, dass &o für jeden zu 
untersuchenden Belastungsfall von neuem bestimmt werden muss. Diese 
Schwierigkeit lässt sich nan durch Anwendung des Mazwell*schen Satzes 
leicht heben. Bezeichnet man nämlich mit S'«, die dem Knoten m ent- 
sprechende Ordinate der in Fig. 130 für den Zustand X^= — 1 ge- 
zeichneten Biegungslinie, so darf man schliessen: Eine in C angreifende 
lothrechte Last Eins senkt den Punkt m um 5'«,, und es wird daher 
eine in m angreifende Last Eins den Punkt C ebenfalls am h' senken 
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und eine Last P«, wird auf die Senkung S^ 
ausüben. Daraus folgt aber 

»0 = Pi^'t + P,8', + • • • + P«»'- + 
und es ist daher der Einfluss der Lasten P auf X 



den Einfluss 8q = P^h'^ 



X = -^[P,h\+P,h\ + 



+ P«S- + 



1 



•] = -^2P.8'„. 



Man darf aussprechen: 

Die für den Zustand X = — 1 gezeichnete Biegungslinie der 
zur Au&ahme der Lasten bestimmten Gurtung ist die Einflusslinie 
für X Der Multiplikator dieser Linie ist = l|5'. 

57« Untersuchimg eines FaohwerkbogenB mit Kftmpferge- 
lenken und ohne Soheitelgelenk, Fig. 131. Der Träger sei durch 
beliebig gerichtete Lasten 
P beansprucht. Die an den 
festen Auflagergelenken A 
und B angreifenden Wider- 
stände seien in die zur Ge- 
raden AB rechtwinkligen 
Seitenkr&fte A und B und 
die in die Gerade A B fal- 
lenden Seitenkräfte C und 
X zerlegt. 

Wird -X:=0 ange- 
nommen, wird also das feste 
Auflagergelenk durch ein 
in der Richtung A^B be- 
wegliches Lager ersetzt, so 
geht das Fachwerk in ein 
statisch bestimmtes über 
<Fig. 182). Die Auflager- 
kräfte Aq, Bqj Cq und die 
Spannkräfte Sq lassen sich 
für diesen Zustand leicht 
angeben. 

um X zu ermitteln, 
wird das erhaltene statisch 
bestimmte Fachwerk mit 
einer Kraft X= — 1 belastet (Fig. 138), welche die Spannkräfte S' und 

Aenderungen (A«)' = -—— der Stablängen hervorruft; dann wird für 
diese Angriflsweise ein Verschiebungsplan gezeichnet. 
*) Vergl. aach Seite 138. 




ng. 131—183. 
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Dieser Plan möge für den Pnnkt B die zu AB parallele Ver- 
schiebimg B"B' = h' liefern und für irgend einen Knotenpunkt m die 
Verschiebung m"m\ Bezeichnet hj die Projektion der Strecke tn'tn 
auf die Bichtnng yon P«,» so folgt: 

Eine in B und im Sinne AB angreifende Kraft 1 verschiebt den 
Punkt m im Sinne von P«, nm i'^^ und es wird deshalb eine in m 
angreifende Last P« = 1 eine Verlängerung der Stützweite AB = l 
um &'«, verursachen und eine Last P«, eine Verlängerung um P..S'.. 
Da nun eine von B nach A gerichtete Krafb X eine Verkürzung von 
AB um Xb' herbeiführt, so bjBträgt die Aenderung von l im ganzen: 

M='2P^i'^ — Xh'. 

Hieraus folgt aber für das Bogenfaehwerk in Fig. 181 für den Fall 
unbeweglicher Widerlager (d. h. für A2 = 0): 

^=—8^ — 

Geben die Widerlager nach und verschiebt sich hierbei B gegen A 
Tuahtpt 80 ändert sich X um einen Werth A^, der durch die Gleichung 

h^ = — AX8' 

gegeben ist. Den Einfluss Xt einer Temperaturänderung findet man, 
indem man die Aenderungen ^8t = &t8 der Stablängen berechnet, die 
hierdurch bedingte Vergrösserung ht der Strecke AB mit Hilfe eines 
Verschiebungsplanes bestimmt und die Bedingung = 5^ — Xth' auf- 
stellt. Es ergiebt sich: 

AX = — 1 -|^ und X, = 1 -^• 

Bei gleichmässiger Erwärmung ist 5« = si/. 

Sobald X bekannt ist, können sämmtliche Spannkräfte S des Bogen- 
fachwerks mittels der Formel 

S = So — 8'X 

berechnet werden. Für die Stützenwiderstände erhält man: A = AQf 
B = Po, (7 = Cq -f- -X!, 

58. Der Binder eines Freidaohes (Fig. 134) sei bei B und C 
mittels fester Auflagergelenke und ausserdem noch durch eine Stange 
AD gestützt, welche bei D gelenkartig mit dem Widerlager ver- 
bunden ist. 

Der Träger wird statisch bestimmt, sobald der Stab AC (dessen 
Spannkraft = X sei) weggenommen wird. Für diesen Zustand X= 
werden die Spannkräfte 8q ermittelt und hierauf wird der Verschiebungs- 
plan für den in Fig. 136 dargestellten Zustand X== — 1, dem die 
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Spannkräfte S' entsprechen mögen, anfgezeichnet.'^) Die Verschiebong 
Yon A sei dargestellt durch den Polstrahl Oä\ diejenige von m durch 
Om\ Die Projektion von 01A' auf die Richtung von AD sei 5' (positiv 
im Sinne der in Fig. 186 angenommenen 
Kraft 1), diejenige von Om' auf P«, sei 
^'m (positiv im Sinne von PJ). Dann kann 
wie in der vorigen Au%abe mittels des 
Maxwell^schen Satzes die Beziehung ge- 
funden werden: 

wo l die Länge des Stabes AD bedeutet. 
Besitzt dieser Stab den Querschnitt F^ 
und die Elasticitätsziffer E^, so ist seine 
durch die Spannkraft X hervorgebrachte 
Längenänderung : 



äl = 



XI 



und man erhält schliesslich für X den 
Werth: 

SP.5'^ 



X = 



5' + 



l 




Flg. 184—186. 



EiF^ 

Wird noch der Einfluss einer Aende- 
rung der Temperatur gesucht, so be- 
stimmt man mit Hilfe eines zweiten Ver- 
schiebungsplanes die von den Aenderungen 
Ad = e^9 herrührende gegenseitige Ver- 
schiebung ht des Punktpaares A^ D und stellt die Bedingung auf: 

M = h,— X,h' y 

in welche fttr A/ jetzt der Werth: 

Yl 

einzusetzen ist, unter e^ und ^^ die Ausdehnungsziffer und die Tem- 
peraturänderung des Stabes AD verstanden. Man findet: 

8'4 



E^Fy 



*) Beispielsweise nach dem in No. 32 angegebenen Verfahren. 



Müller-Breslau, Graphlaohe SUtik. IL 
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69. Untersuchimg des in Fig. 187 dargestellten DaohBtolilB 
einer dreiBohifflgen Halle. Bei Ä ist ein festes, bei B ein auf wage- 
recbter Bahn bewegliches Anflagergelenk angeordnet. CI) und EF sind 
Säulen mit Kopf- und Fussgelenken (sogenannte Pendelsäulen oder 
Schwingstützen). Die lothrecht wirkenden Widerstände X^ und Xi, der 
Säulen sollen als die statisch nicht bestimmbaren Grössen eingeführt 
werden; ihre Angriffspunkte erhalten die Ordnungsbuchstaben a und h*) 

Den Zustand X« = 0, X^ = (den wir kurz den Zustand X = 
nennen wollen) zeigt Fig. 138; die Zustände X^ = — 1 und Xi,=^ — 1 
sind in den Figuren 189 und 140 dargestellt worden. In allen drei 
Fällen handelt es sich um die Untersuchung eines einfachen Fachwerk- 
balkens ÄB\ die Stützen widerstände und die Spannkräfte {Sq, S„, S^,) 
lassen sich also leicht ermitteln. Ist dies geschehen, so werden die von 
den Spannkräften Sa und St, sowie von Temperaturänderungen t hervor- 
gerufenen Längenänderungen 

As« = • As& = • As< = SPS 

berechnet und die durch diese As verursachten Verschiebungen der Kno- 
tenpunkte ermittelt. 

Der erste dieser Pläne liefert: 
h^a = Verschiebung von tn im Sinne von P^**) infolge X„ = — 1 

^ao^^^ 99 fi ** » 99 » -^a^^^"^*-!') 99 -^a^^ 1 

Ö5a= » 99 ^ 19 99 99 Xi= 1 „ X« = — 1. 

Der zweite Plan liefert: 
8^^ = Verschiebung von m im Sinne von P«, infolge Xj = — 1 
o.j = „ „ a I, I, ,, X«= 1 ,9 Xj = 1 

Oj5 = „ „ 6 „ ,1 „ Xj= 1 „ Xft = 1; 

der dritte Plan endlich: 
5^^ = Verschiebung von m im Sinne von P«, infolge der t 

Oo# = 99 99 ^ 99 99 99 -^^ 1 99 ^ 

Oj« = 99 99 ^ 99 99 99 Xj= 1 „ t 

(Nach dem Maxweirschen Satze muss sich 5«» = 5»« herausstellen, eine 
Bedingung, die zur Prüfung der Zuverlässigkeit der Zeichnung benutzt 
werden kann). 



*) Wir wählen jetzt dieselben Bezeichnungen wie in der Einleitung. 
**) Abgekürzte Ausdrucksweise an Stelle von: Sma = Projektion der Ver- 
schiebung von m auf die Richtung von Pm» positiv im Sinne von Pm. Zu be- 
achten ist, daas der zweite Buchstabe des an $ gesetzten Doppelzeigers stets 
auf die Ursache der Verschiebung hinweisen soll und mit dem Zeiger der Be- 
lastung X übereinstimmt. 

t) Diese Verschiebung wird also positiv gezählt im Sinne der in a (Fig. 139) 
angenommenen Last 1. 

Digitized by VjOOQIC 



Das statisch unbestimmte Fachwerk. 



147 



Die Gleichimgen zur Berechnimg der X ergeben sich nun wie folgt. 

Die auf das Fach werk AB wirkenden Belastungen P^y X„y X^ werden 
im Verein mit Temperaturänderungen t und etwaigen anderen Ursachen 
(z. B. Bewegungen der Widerlager A und B) die Punkte a und h im 
Sinne X« = — 1 und X^ = — 1 um Strecken \ und 8j verschieben, 
welche geradlinige Funktionen der P, X«, X», t sind'*') und sich auf die 
Form bringen lassen: 

8* = 2P^6j^ — Xe,8fta — Xj Sftt -|- \i -f- Sft^, 
wobei die Grossen 5„^ und 8^^ den Einfluss jener ,, anderen Ursachen" 
zum Ausdruck bringen. Die Coefßcienten der X sind bereits vorhin 
erklärt worden (5.« ist z. B. der Werth, den 5« annimmt, wenn nur 




Fig. 187 <188. Flg. 189 u. 140. 

die Ursache X« = — 1 wirkt) und ganz ebenso lassen sich die 8.« und 
8fr M deuten, welche bezw. den Einfluss von Pm= 1 auf 8« und 8» darstellen. 
Nun ist aber nach dem Maxwell'schen Satze die Verschiebung ham 
welche a im Sinne X«= — 1 und infolge der Last P«=l erfährt, ebenso 
gross wie die Verschiebung 8^« von m im Sinne von P«, hervorgerufen 
durch Xa= — 1, und in gleicher Weise ergiebt sich 86„= 8«,j, so dass 
obige Gleichungen übergehen in 

8« = 2P«,8^« — X«8„a *— XftSaj -|- 8„e + 8„^ 

8ft = 2P„8„j XaSfta X68fr6 + \t -|- 86». 



*) Diese Eigenschaft ist in der Einleitung erörtert worden; sie folgt aber 
aach ohne weiteres ans den Untersuchungen in den §§ 1—3; denn zwischen 
den auf feste Bichtungen projicirten Verschiebungen $ und A« bestehen nur 
Beziehungen ersten Grades, ebenso zwischen den Ls und den Lasten. 
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Die auf der rechten Seite stehenden h sind mit Ansnafame der K^ 
und h^„ durch die vorhin angeführten drei Yerschiebnngspläne bereits 
bestimmt; ftlr 5« und hj, sind die lothrechten Verschiebungen der Stütz- 
punkte a und b einzuführen. 

Setzen wir bei Ä und B starre Widerlager voraus, nehmen wir 
femer an, dass weitere Ursachen, welche „Störungsglieder" h^^f h^w 
erzeugen, nicht vorhanden sind, so ist 5^,^=0, 8fr^=0. Vernach- 
lässigen wir noch die Zusammendrückung der Orundpfeiler der Säulen 
und des Baugrundes, so ist 5« gleich der Verkürzung der durch X^ auf 
Druck beanspruchten Säule CD, vermindert um die Verlängerung, welche 
diese Säule infolge der Temperaturerhöhung erfllhrt.'*') 

Es ergiebt sich: 

worin Eai Fa, t„, e«, A« bezieh, die Elasticitätsziffer, den Querschnitt, die 
Temperaturerhöhung, die AusdehnungszüTer für t=l^ und die Länge 
der Säule CD bedeuten; und ebenso folgt: 

S» = -^-^ ^bhK 

Jetzt können die Grössen X^, Xi aus den beiden für 8« und h^ 
abgeleiteten Gleichungen berechnet und hierauf die Spannkräfte: 

8 = Sq — SaXft — S^X^» 
bestimmt werden. 

60. Uel^uiigsaiifisaben. Der im vorstehenden Beispiele einge- 
schlagene Weg führt bei jedem statisch unbestimmten Fachwerke, wel- 
ches sich durch Beseitigung von überzähligen Stäben und Aufiagerbe- 
dingungen in ein statisch bestimmtes verwandeln lässt, zum Ziele. 
Treten mehrere statisch nicht bestimmbare Grössen X^t X^f X«, • • • auf, 
so erhält man: 



*) Es ist streng darauf zu achten, dass bei der ünterBachong des Ein- 
flusses der Bewegungen der Stützen auf die Glieder da» und $»•« nur die Wi- 
derlager des statisch bestimmten Trägers (hier der einfache Balken AB) in 
Betracht kommen; die Xa und Xb sind gewissennassen Lasten, welche ausser 
den P auf diesen statisch bestimmten Träger wirken. Die Bewegungen der 
überzähligen Stützpunkte (C und D) werden bei Aufstellung der Bedingungen 
berücksichtigt, denen die Verschiebungen $« und S« schliesslich unterworfen wer- 
den. Als weitere Ursachen von Störungsgliedem $«» und $&» kommen in Wirk- 
lichkeit nur noch künstliche Anspannungen und unrichtige Ablängungen von 
Stäben in Betracht; diese lassen sich aber nach Seite 86 bei Wahl der Tem- 
peraturen t berücksichtigen. In der Regel werden die Glieder $«« und 6b w ge- 
strichen, da sie sich schwierig schätzen lassen. Vergl. auch Seite 22 den 
letzten Absatz. 
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r», = 2P„8„, — XX. — X»8.» — XX. — 

\ = ^Pm 8«» XXa -Xi &»4 X, S», 

8, = 2P. 8„. — XXa — X» 8,» — XX. — 



• + 8„ + 8.. «^/^' 

• + 8», + 8»» L.J^" 
+ 8,. + 8.. ^ 



Die als Coefficienten der P Tind X auftretenden 8 sind bestimmt, 
sobald die den BelastangsznstÄnden X, = — 1, JT» = — i, X, = — 1 • • • 
entsprechenden Verschiebungen der Enotenpnnkte ermittelt worden sind. 







Fig. 141. 



Fig. 142. 




Flg. 143. 



Fig. 144. 




Fig. 145. 

Die hawj Kw9 Kw ' ' ' werden in der Regel = gesetzt. Will man 
sie berücksichtigen, so beachte man, dass (nach Seite 35) &«„ = — La, 
Kw = — ^ftf • • • ist, wobei L^ die virtuelle Arbeit der Sttitzenwider- 
stände des statisch bestimmten Hauptnetzes für den Belastungszustand 
^ = — 1 ist, Li für den Zustand Xt, = — 1, u. s. w. Die 6„, Sj, 
S« • • - werden schliesslich gewissen Bedingungen unterworfen und hierauf 
werden die Gleichungen (I) aufgelöst. Dem Leser wird empfohlen ^ an 
dieser Stelle das in der Einleitung vorgeführte Beispiel noch einmal an der 
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6-' 






A 



V^ 



Hand des Maxweff sehen Satzes durchzugehen und dann die in den Fi- 
guren 141 bis 145 abgebildeten Fachwerke in derselben Weise zu behanddn. 
Welche Grössen als statisch nicht bestimmbar einzuführen sind, ist in 
den Figuren angegeben worden. Feste Anflagergelenke sind mit {ft) 

V bezeichnet. 

'^ 61« lieber die WaM der Gkrössen X In der Begel wird es 

nicht schwer fallen, diejenigen Spannkräfte und Stützenwiderstände 
eines statisch unbestimmten Fachwerks herauszufinden, welche zweck- 
mässig zu den mit Hilfe von Elasticitätsgleichungen zu bestimmenden 
Grössen X gewählt werden. Vor allem wird man danach streben, dass 
das statisch bestimmte Fachwerk, welches durch Beseitigung der als 
überzählig bezeichneten Stäbe und Auflagerbedingungen gewonnen wird, 
möglichst einfach ist. So leuchtet z. B. ohne weiteres ein, dass die in 
No. 57 durchgeführte Verwandlung des Bogens mit zwei festen Ge- 
lenken in ein Fachwerk mit einem festen und einem beweglichen Ge- 
lenke zweckmässiger ist als die Verwandlung in einen Bogenträger mit 
drei Gelenken, zu welcher man durch Wegnahme eines Gurtstabes ge- 
langt wäre; denn die Darstellung der Formänderung ist für diesen 
Bogenträger etwas umständlicher als für das Fachwerk in Fig. 132. 



3^-- 



.--<-f' 




[Fig. 146. 

Sodann ist hervorzuheben, dass nicht jeder Stab und jede Auf- 
lagerbedingung eines statisch unbestimmten Fachwerks als überzählig 
bezeichnet werden dürfen. Wollte man z. B. bei dem in Fig. 146 ab- 
gebildeten sichelförmigen Bogenträger, dessen Gurtstäbe EO und JF 
sich in einem Punkte C der Geraden AB schneiden, die Spannkraft 
des Schrägstabes EF zur Grösse X wählen, so würde man mit X= 
einen Bogenträger mit einem gedachten Mittelgelenke C (vergl. Bd. I, 
S. 200) erhalten, der zwar im allgemeinen steif, im vorliegenden Son- 
derfalle aber von unendlich kleiner Beweglichkeit wäre , da die drei 
Gelenke A^ C, B m dieselbe Gerade fallen. Dass EF ein nothwendiger 
Stab ist, mithin nicht entfernt werden darf, erkennt man auch, wenn 
man die Spannkraft D des Stabes EF mittels des Bitter'schen Ver* 
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fahrens berechnet, d. h. die Summe der auf den Drehpunkt C bezogenen 
Momente der am Trägertheile links vom Schnitte tt angreifenden Kräfte 
= setzt. In dieser Gleichung kommen ausser D nur noch die Lasten 
Pi, Pg und der Stützenwiderstand A vor, und ftlr den letzteren findet 

man aus der Momentengleichung für den Punkt B den Werth Ä = , 

so dass für D ein nur von den Kräften P abhängiger Ausdruck er^ 
halten wird , der nur bei ganz bestimmter Lastvertheilung verschwindet. 
Ein besonders lehrreiches Beispiel bietet der Träger in Figur 147*), 
welcher drei feste Auflagergelenke A, B, C und zwei Mittelgelenke D 
und E besitzt und einfach statisch unbestimmt ist. Er sei so geformt, 
dass sich die Geraden AD und CE in einem Punkte F der Senkrechten 
durch B schneiden. 

Sind die Scheiben I und 11 
unbelastet, so gehen die Wider- 
stände der Stützen A und C be- 
ziehungsweise durch die Gelenke 
D und E. Zerlegt man nun den 
Widerstand der Mittelstütze in 
die senkrechte Seitenkraft B und 
in die wagerechte IT, und be- 
lastet die Scheibe III mit einer 
Kraft P, so erhält man (mit den in die Figur eingetragenen Hebel- 
armen h und r) die Gleichgewichtsbedingung 

Eh = Pr 

nnd erkennt, dass H im allgemeinen nicht = gesetzt werden darf; 
und in der That führt die Beseitigung der wagerechten Stützung des 
Punktes B zu einem Fachwerke, welches zwar die erforderliche Anzahl 
von Stäben und Auflagerbedingungen besitzt, trotzdem aber verschieb- 
lich ist, wie am sichersten und einfachsten mit Hilfe der im Band I, 
§ 31, eingeführten Figur F' nachgewiesen werden kann. Zu diesem 
Zwecke ersetzen wir zunächst die steifen Scheiben I II und HI, deren 
Gestalt für die anzustellende Untersuchung gleichgiltig ist, durch ein- 
fjEkcher geformte, nämlich I und n durch je einen Stab und III durch 
ein Dreieck (Fig. 148); sodann verbinden wir jedes feste Auflagergelenk 
durch zwei Stäbe und das bewegliche Auflagergelenk durch einen in die 
Bichtung des Stützenwiderstandes B fallenden Stab mit dem die Ge- 
sammtheit der Widerlager vorstellenden Dreiecke HJK und erhalten 
auf diese Weise ein sehr leicht zu übersehendes Fachwerk. Dass sich 




Flg. 147. 



*) Vergl. auch Fig. 143, Seite 149. 
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nun für dieses Stabgebil^3 eine Fignr (F^) zeiclinen lässt, welche der 
Fachwerksfigor'X-'^) nnähnlich ist, lehrt ein Blick aaf die Abbildong 
148*); und damit ist bewiesen, dass jenes Fachwerk beweglich ist. 
Die Beweglichkeit ist allerdings — starre Stäbe Yoraosgesetzt — eine 
unendlich kleine, der Träger ist aber infolge dessen unbrauchbar. 

Es möge schliesslich noch darauf 
hingewiesen werden, dass im allge- 
meinen ein statisch unbestimmtes Fach- 
werk mit Hilfe der Figur F^ auf Be- 
weglichkeit untersucht werden muss, 
noch ehe auf die Frage, welche Grös- 
sen mit X zu bezeichnen sind, ein- 
gegangen wird; denn es kann Yor^ 
'^a[) kommen, dass die Beweglichkeit nicht 
erst durch Beseitigung Yon Stäben oder 
Auflagerkräften herbeigeführt wird, 
sondern schon YOrher besteht. Beispiele hierfür bieten die Figuren 149 
und 150. Erstere stellt ein ebenes Stabgebilde Yon endlicher Beweg- 
lichkeit Yor, was leicht zu erkennen ist, weil das Gebilde aus der Form 
a in die Form b gebracht werden kann, und letztere zeigt ein ebenes 




cr& 



Fig. 148. 




4ffiKf 



ng. 149. 




ng. ISO. 



Fachwerk, welches selbst^dann von 

unendlich kleiner Beweglichkeit 

sein würde, wenn sämmtliche Stäbe 

starr wären; denn diel^ Scheibe 

1 — 2 — 8 — 4 kann sich so lange um den Punkt C, in welchem die 

Achsen der an der Scheibe angreifenden Stäbe zusammentreffen, drehen, 

bis jene Achsen nicht mehr durch einen Punkt gehen, was nach einer 

unendlich kleinen Drehung der Scheibe der Fall sein wird. Bezüg- 



*) Die Punkte Ä\ C\ H\ J*, K' wurden beadehw. mit -4, C, H, J, K zu- 
sammenfallend angenommen. 
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Höh der Stabgebilde von unendlich kleiner Beweglichkeit verweisen wir 
noch auf die in der Einleitung, Seite 87, angestellten Betrachtangen. 
Dort wurde gezeigt, dass bei solchen Fach werken die Vernachlässigung 
der Längenänderungen der Stäbe nicht erlaubt ist, auch hervorgehoben, 
dass derartige Stabwerke als Träger ungeeignet sind. 

b. Vereinfachung der mittelt det Maxwelftchen SatzesTabgelelteton 

Elarticitttsflieichungen. .^,^,, ^_ j^f^^,^ i^^U^ y^U 

62. Allgemeines. Die Elasticitätsbedingungen I auf Seite 149 / 
(s. auch Seite 85, Oleich. 85) lassen sich stets so uniformen, dass in 
jeder Bedingung nur eine unbekannte X vorkommt, welche dann ohne 
weiteres aus dieser Gleichung berechnet werden kann, um dies zu er- 
reichen, muss man die statisch nicht bestimmbaren Or5s8en so wählen, 
dass alle diejenigen Coefficienten 8 der X verschwinden, welche einen 
aus zwei verschiedenen Buchstaben gebildeten Zeiger haben, nämlich: 

Kb = Sja, Kc = Kai Ke = Kbf »• 8« f- 

Es ergeben sich dann die einfachen Beziehungen: 

K = ^Pm^ma ^aKa + Kt + \w 

8ft = SP^ 8^6 — Xt hbi -\- hit + Ktp 



(Jl) 



Diese Umformung bezweckt nicht allein die Umgehung der an und 
für sich einfachen Aufgabe, Gleichungen mit mehreren Unbekannten auf- 
zulösen, sondern auch die Vermeidung gröberer Fehler, die bei An- 
wendung der Bedingungen (I) meistens unausbleiblich sind, sobald die 
Verschiebungen h auf zeichnerischem Wege ermittelt werden. Liegt 
beispielsweise ein zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk vor, ftlr 
welches der Einfluss einer Einzellast P«, auf die Grössen X^ und X» an- 
gegeben werden soll, so hat man (wenn 8« = und 85 = sind): 

= Pm^rna Xj^^^ Xi,hah 

= Pm^mh -X"« 8ja -Xft8j6 

und hieraus: 

-Xa 8^«8j6 8„6 8.j Xi, ^mh^aa 8„«8j« 



Pm ^aa\h ^ah^ Pm KaKh 8„j* 

Man erhält also, falls die Glieder, aus denen die vorstehenden Brüche 
bestehen, positiv sind, die X:P als Verhältnisse von Unterschieden 
und kann schon bei geringen Zeichenfehlern zu ganz unrichtigen Er- 
gebnissen gelangen. Wurden z. B. für Zähler und Nenner von X» : P«. 
die Werthe 151,87 — 149,12 = 2,75 und 223,81—220,58 = 3,23 
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anstatt der genaueren: 151,58 — 149,34 = 2,24 und 224,67 — 220,68 
= 3,99 erhalten, so findet man 

^a _ 2,75 _^g^ ^^^^^ j^_ _|»?1_0 56^ 



P« 3,23 ' n. 3,99 

bekommt also trotz den geringen Fehlem in den einzelnen Zahlen einen 
um 52^0 zu grossen Werth X^iPm- 

Nach den Erfahrungen des Verfassers empfiehlt sich die Anwendung 
der Oleichungen (I) bei mehrfach statisch unbestimmten Fachwerken nur 
dann, wenn die Verschiebungen 5 durch Rechnung ermittelt werden 
und zwar auf mehrere Decimalstellen, die erst nach Bestimmung der 
X zum Theil abzuwerfen sind. Meistens kommen nur parallele Lasten 
in Betracht, in welchem Falle nur die Berechnung von Biegungslinien 
nach dem in No. 49 gelehrten Verfahren verlangt wird. 

Entscheidet man sich aber für die Anwendung von Verschiebungs- 
plänen, so forme man die Gleichungen (I) auf die im folgenden ge- 
lehrte Weise in II um. Dabei wird sich zeigen, dass diese Umwand- 
lung bei Fachwerken von niedrigerem Grade statischer Unbestimmtheit 
(und diese kommen ja fast allein vor) sehr einfach ist. Je grösser die 
Anzahl der X, desto umständlicher wird es, die Gleichungen (II) her- 
beizuführen. 

Vorausgeschickt werde noch, dass in den nachstehenden ünter^ 
suohungen die X entweder Einzelkräfte oder Momente von an starren 
Scheiben angreifenden Eräftepaaren bedeuten. Im ersten Falle bezeichnet 
das zugehörige § eine Verschiebung, im zweiten einen (im Bogenmaass 
ausgedrückten) Drehungswinkel. Ist also z. B. X^ eine im Punkte a an- 
greifende Einzelkraft, so bedeutet S« die Projektion der Verschiebung 
von a auf die Richtung X^. Stellt X^ das Moment eines an einer 
starren Scheibe [a] angreifenden Eräftepaares vor, so giebt 5» den 
Winkel an , um den sich die Scheibe [a] dreht. Die S«, 5^, . . . werden 
in entgegengesetztem Sinne positiv gezählt wie die zugehörigen Grössen X, 
Bezüglich der übrigen Bezeichnungen verweisen wir auf Seite 35 (vgl. 
auch No. 59). Greifen zwei Einzelkräfte X^, X, an demselben Punkte 
an, so wählen wir für diesen den Buchstaben r oder «, je nachdem 
wir den Punkt als den Angriffspunkt von X^ oder von X, besonders 
ins Auge fassen. 

Schliesslich machen wir darauf aufmerksam, dass in den folgenden 
Beispielen bei unverschieblichen Widerlagern mit den Grössen 5«^, 85^, . . . 
auch stets die 8„, 5«, . . . verschwinden, so dass sich für den Einfluss 
der Lasten P auf die Grössen X die Formeln ergeben: 

(III) Xa = —^ "" ; ^6 = —i-—\ "" 
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und für den Einflnss von Temperatnränderangen die Aasdrücke: 



av) 



Xat=l 



X,,= l 




Flg. 151. 



8 7 ■^''bt * o 9 

68. Das Bweifaoh statdBOh imbestlnimte Faohwerk. Als statisch 
nicht bestimmbare Grössen lassen sich hier stets zwei in einem und 
demselben Pankte angreifende Einzelkräfte' Xa und X» einführen. Die 
Gleichungen IE gelten, sobald hi„ =hab== ist. Um dies zu er- 
reichen, nehme man die Richtung von Xa willkürlich an, bestimme die 
Verschiebung aa|, welche a infolge des Be- 
lastungszustandes Xa= — 1 erleidet und nehme 
Xj rechtwinklig zu aa^ an. Dann wird 8j„ = 0, 
denn es bedeutet ita die Verschiebung, welche 
h in der Richtung X^ erfährt, wenn nur die 
Ursache Xa= — 1 wirkt. Trägt man nun den 
Verschiebungsplan fOr den Zustand X» = — 1 
auf, so muss sich bei sorgfältiger Zeichnung 
für den Punkt b eine zu Xa rechtwinklige 
Verschiebung bb^ ergeben, denn sobald 8j„ = 
ist, muss auch 8aft=0 sein, weil 8j„ = 8aft ist. 

1. Beispiel. 
Der in Fig. 152 dar- 
gestellte, über drei 
Oeffhungen gespannte 
Bogenträger, welcher 
bei A und C feste, bei 
B ein bewegliches Auf- 
lagergelenk besitzt, ist 
zwei&ch statisch unbe- 
stimmt. Als Grössen X 
sollen die nach festen 
Richtungen wirkenden 
Seitenkräfte X« und X» 
des in Ä angreifenden 
Stützenwiderstandes 
eingeführt werden. Im 
FalleX.=0u.X6=0 
geht der Träger in 
einen statisch bestimmten Balkenjmit den Stützen^^ und C und einem 
auskragenden Arme BA über. Für diesen Balken wird nach willkür- 
licher Wahl der Richtung von X« der dem Zustande X« = — 1 ent- 
sprechende Verschiebungsplan gezeichnet, welcher ftlr a die Verschiebung 
aa^ und für irgend einen Knoten m die Verschiebung mm^ ergßben ^ 

Digitized by VjjOOQIC 




Flg., 152. 



156 



Erster Abschnitt. — § 5. 



möge. Nun wird J^ rechtwinklig zn aoi angenommen und der Ver- 
schiebungsplan für X^ = — 1 aufgetragen ; derselbe liefert für den 
Punkt h eine zu X„ rechtwinklige Verschiebung bb^ und für m die Ver- 
schiebung mm^. Nach Bestimmung der in die Figur 152 eingetragenen 
Projektionen h^at Kbj f^maf ^mh* (von denen 5^« negativ ist) erh&lt man 
den EinfluBS von P^: 



X„ = P^ 



S«<i 



X, = P^ 



8*. 



Wird sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturänderung t zuge- 
schrieben, und liegen Ä, By C ia einer zur Bahn des Lagers B paral- 
lelen Geraden I so erfährt der Endpunkt A des Balkens ABC infolge t 
eine wagerechte Verschiebung von der Grösse etl (wo l = AC), deren 
Projektionen auf die Richtungen von -X. = — 1 und X» = — 1 be- 
ziehungsweise h„t = ^tl und 8t< = e^Z cos 9 sind (wo 9 den Neigungs- 
winkel von Xft gegen die Wagerechte bedeutet), und es ergiebt sich 
deshalb: 



X.t=l 






X»,= l 



&tl cos 9 
8ftft 



2. BeispieL Der Fach werkbogen in Fig* 158 ist bei A und B 
fest gelagert und besitzt einen überzähligen Stab CD; er ist also zwei- 
fach statisch unbestimmt. Wir verwandeln das feste Gelenk in ein be- 
wegliches, denken uns aus dem Stabe CD ein Stück EF herausge- 
schnitten, führen die Punkte E und F in der Geraden CD, fügen die 



-^^ 




Flg. 158. 



starren Stäbe EG, FO, GH und AH hinzu und bringen in H zwei 
Kräfte Xa und X^ an, welche wir so bestimmen, dass die gegenseitige 
Verschiebung des Punktpaares CD ebenso gross wird wie die Längenän- 
derung des überzähligen Stabes und dass ferner (unbewegliche Widerlager 
vorausgesetzt) die Verschiebung des Punktes A den Werth Null annimmt. 
Dann stimmen die Spannkräfte der Träger in den Figuren 153 und 154 
miteinander überein. Die Spannkraft des Stabes AH giebt den wage- 
rechten Widerstand des festen Auflagergelenks A an. Zu beachten ist, 
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dass GH±_ CD und /__ EGH= /__ FGH sein muss, damit sich für 
die Stäbe CE und FD gleich grosse Spannkräfte ergeben; auch em- 
pfiehlt es sich, den Stäben CE und FD Querschnitte F', F" und Tem- 
peraturänderungen t\ t" zuschreiben, welche zur Folge haben, dass die 
Summe der LängenSnderungen von CE und FD gleich der Längen- 
ändemng des überzähligen Stabes CD ist. Entsprechen dem letzteren 
daher die Werthe F, t und ist CD = s, CE= s\ ED=8'\ so muss 
sein: , ,, 

-p- + pr = — und t's' + t^s" = t8. 

Es wird dann ausser der Verschiebung des Punktes A die gegen- 
seitige Verschiebung des Punktpaares EF gleich Null gesetzt und hier- 
aus S. = 0, Sft = gefolgert. Wählt man nun nach willkürlicher An- 
nahme der Richtung von X., die Kraft Xj, rechtwinklig zu der Ver- 
schiebung, welche a infolge von X« = — 1 erfährt, so gelten wie 
vorhin die Gleichungen: 



X. = P^ 



8.- 



X, = P^ 



Schreibt man sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturänderung t 
zn (mit Ausnahme der Stäbe CE und FD, für welche t' bezieh, t" 
anzunehmen sind) so erhält man wie im vorigen Beispiele: 

e^2co8 9 



X=l— • 



Xh=- 



K 



Das Minuszeichen ist erforderlich, weil X^ jetzt einen anderen Richtungs- 
pfeil besitzt. 

a.Beiapta. Träger 
mit einem festen und drei 
beweglichen Auflagergelen- 
ken, Fig. 155. Das Ver- 
fahren ist in der Abbildung 
angegeben worden. Die 
Stäbe AE und CF sind 
rechtwinklig zu den Bahnen 
der Auflager A und C; ihre 
Endpunkte E und F werden 
in den Richtungen AE und 
CF geführt. 

64. Das dreiflB.oh sta- 
tlfloh unbeBtiinmte Faohwerk. Man schliesse an das statisch be- 
stimmte Fachwerk, in welches das unbestimmte infolge Beseitigung der 
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überz&hligen Stäbe und Auflagerbedingnngen übergeht, auf irgend eine 
Weise eine starre Scheibe an und belaste diese mit einem E[räftepaare, 
dessen Moment = X^ ist, femer mit zwei in demselben Punkte (5, c) 
angreifenden Einzelkräften X^ und X«,. Hierauf nehme man die Werthe 
\ (Drehungs winke! der Scheibe), \ (Verschiebung von h im Sinne 
-Xi= — 1) und 8^ (Verschiebung von c im Sinne X^^==- — 1) so an, 
dass die an der Scheibe angreifenden Kräfte auf das statisch bestimmte 
Fachwerk genau dieselbe Wirkung ausüben, wie die beseitigten über- 
zähligen Glieder. Wählt man nun den Pol, um den sich die Scheibe 
infolge des Belastungsfalles X« = — l dreht, zum Angriffspunkte von 

X» und X«, so erzielt man, dass 
Sfca = und hca = wird, und 
es müssen sich dann bei sorg- 
fältiger Zeichnung oder Rechnung 
die Drehungs Winkel h^h und h^n 
welche die Scheibe infolge Xj= — 1 
und X^ = — 1 erfährt, ebenfalls 
= ergeben. Nimmt man 
schliesslich, bei willkürlich ge- 
wählter Richtung von X^, die 
Richtung von X^ rechtwinklig zu 
der Verschiebung an, welche der 
Punkt (&, c) infolge der Ursache 
Xfc = — 1 erfährt, so wird 8c»= 
und damit auch 5(0=0, und es 
gelten dann die Gleichungen IL 
1. Beispiel. Liegt der in 
Fig. 156 dargestellte, in der 
Regel als Fachwerhbogen mit ein- 
gespannten Enden bezeichnete Trä- 
ger vor, so ersetzt man das linke 
Widerlager durch die starre 
Scheibe ABL und den nach Lage 
und Grösse vorläufig unbekannten 
Kämpferdruck Xdurch ein Kräfte- 
paar mit dem Momente X« und 
durch zwei nach festen Richtungen 
wirkende Einzelkräfte X^ und X^. 
Hierauf zeichnet man den Verschiebungsplan für den Belastungsznstand 
Xfl = — 1 , indem man in A und B zwei entgegengesetzt gleiche im 

Abstände e von einander wirkende, parallele Kräfte von der Grösse — 




Plg. 156. 
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annimmt, bestimmt die Verschiebnngen AA^ und BB^ von A und B 
nnd wählt hieranf den Angriffspunkt L von Xj, und X^ so, dass LA\_AAy^ 
und LB X^BBi ist. Dann ist L der Drehpol der Scheibe fttr den Zu- 
stand Xa = — 1; es ergiebt sich 8^« = 0, 8^« «= und infolge dessen 
auch 8;^ = 0, 8«^ = 0. 

Die Richtung von Xj, wird willkürlich gewählt und die Richtung 
von X„ rechtwinklig zu der Verschiebung angenommen, welche L in- 
folge Xt, = — 1 erfährt, damit 8^6 = 85« = werde. Schliesslich wer- 
den bei starren Widerlagern die Werthe 8«,, 8» und 8« = gesetzt und 
die Gleichungen (II) aufgelöst. Ftlr den Einfluss von P« gelten die 
Gleichungen III, für denjenigen von t die Gleichungen IV (S. 154u. 155). 

2. Betspiel. Soll der in Fig. 157 abgebildete, über B Oeff- 
nungen gespannte Bogenträger mit den festen Auflagergelenken A, D 
und den beweglichen Auflagergelenken B, C untersucht werden, so er^ 
setze man die Stützen A und C auf die in der Figur angegebene Weise 
durch eine starre Scheibe AF und einen zur Bahn des Auflagers C 
rechtwinkligen Stab CF, belaste die Scheibe mit einem Eräftepaare Xa 
und zwei in demselben Punkte L angreifenden Einzelkräften X^, Xc und 




>? 



k 



vO 



Flg. 157. 

verfahre wie bei Lösung der vorigen Aufgabe. Behufs Bestimmung 
des Punktes L ermittele man für den Zustand Xa = — 1 die Ver- 
schiebungen von A und (7, hierauf die Verschiebung von F und trage 
AL und FL rechtwinklig zu den Bewegungsrichtungen der Punkte A 
bezieh. F ein. Bei starren Widerlagern sind 8.,, 85 und 8« gleich NuU 
zu setzen. 

66« Das vierfach statisoh unbestimmte Faohwerk. Man lasse 
die Kräfte -Y«, X, X. ^d anf eine aus zwei starren Scheiben /, II und 
zwei starren Stftben l\ II' gebildete kinematische Kette (Fig. 158) wir- 
ken, welche mit dem statisch bestimmten Hauptsysteme so verbunden 
wird, dass sich die von den Ursachen Xa = — \^ Xj, = — 1, Xfl = — 1, 
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Xa = — 1 hervorgerufenen Spannkräfte Sa, 8^, 8^ 84 eindeutig nnd auf 
möglichst einfache Weise mittels der Gleichgewichtsbedingungen be- 
stimmen lassen. Die Scheibe / belaste man hierbei mit den Einzel- 
kräften Xa und Xt*), die Scheibe // mit den Einzelkräften Xc und X^. 
Die ganze Anordnung wähle man so, dass man die Belastungszustände 
Xa = — 1 und Xft = — 1 vollständig erledigen kann, ohne die Lage 
der Scheibe // zu kennen. 

Die Lage von X^ darf willkürlich angenommen werden; Xj, muss 
durch den Pol 7« gehen, um den sich die Scheibe / infolge der Be- 
lastung Xa = — 1 dreht. Man erreicht dann: Sj« = ^«6 = 0. 

Nach Bestim- 

pi mung der Verschie- 

/! bungen infolge der 

Ursache Xt= — 1, 
welche ftlr die 
Scheibe / den Pol 
/»liefern möge, gebe 
man der Scheibe II 
eine solche Lage, 
dass die Pole IIa 
und i/ft um welche 
sich// bei Eintreten 
der Belastungszu- 
stände Xa = — 1 
undXj=—l dreht, 

zusammenfallen, 
und diesen gemein- 
schaftlichen (in der 
Fig. 158) mit /.be- 
zeichneten Pol wähle 
man zum Angriffspunkte der Kräfte X^ und X^* Dann wird nämlich 
5^„ = 0, 8^j = 0, 8rf„ = 0, 8^6 = und infolge dessen auch 8«^ = 0, 
Sftc = 0> Kd = Oj 84^ = 0. Schliesslich nehme man bei willkürlicher 
Wahl der Richtung von Xc die Kraft X4 rechtwinklig zu der Ver- 
schiebung an, welche Punkt L infolge X = — 1 erfährt, damit 
Kc = 8<,d = werde. Die Gültigkeit der Blasticitätsgleichungen II ist 
hiermit erreicht. 

Die Lage des Punktes L bestimmt man am schnellsten mit Hilfe 
des im I. Bande Seite 203, No. 136, abgeleiteten Satzes von den drei 
Polen. Die Pole (/•/') von / gegen /' und (/'•//) von / gegen // 




Flg. 158. 



*) Die Kraft Xa darf auch durch ein Kräftepaar ersetzt werden. 
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£Eklleii mit Gelenk B bezieh, dem Schnittpunkte Yon AB and CD zn- 
sammen, Pol (/•//) mit Ä. Die durch 1^ und (/•/') ferner durch Jj 
und (J'l') gelegten Geraden sind die Oerter der Pole // und //, um 
welche sich t infolge von X. = — 1 bezw. Xj, = — 1 dreht, und 
welche mit (l'-lf) in derselben Geraden liegen. Da nun weiter die 
3 Pole (I'II), Ia9 IIa ^ einei^ Geraden liegen müssen, desgleichen die 
Pole (/•//) J», IIb, so ergiebt sich die folgende Bestimmungsweise der 
gesachten Kette. 

Man nehme (/-//) in der Geraden /. — 7» an, wähle die Lage 
des Stabes BC nach Belieben, bestimme die Pole // und // um welche 
sich f infolge Z« = — 1 und Zi = — 1 dreht, bringe die Geraden 
// — 7/ und AB m {T 11) zum Schnitt und stelle nun die (durch 
den Punkt t-II gehende) Bichtung des Stabes CD, dessen Länge will- 
kürlich ist, fest. Schliesslich findet man L als Schnittpunkt der Ge- 
raden la — Ih und Ja — Jj. 

BeispieL In Fig. 
159 ist das beschriebene 
Verfahren auf einen über 
drei Oefinungen gespann- 
ten Bogenträger mit den 
festen Gelenken A und E 
und den auf wagerechten 
Geraden beweglichen Ge- A^ 
lenken B, C und D ange- 
wendet worden. Die 
Scheibe I wurde mit dem 
Erilftepaare X^ und der 
Einzelkraft JT» belastet. 
Die Einftlhrung eines 
Erftfbepaares X« bietet 
den Vortheil, dass sich 
die Spannkräfte 8^ und 
L&ngenänderungen A^« 
für den Zustand X. = — 1 
angeben lassen, ohne dass JL^ 
über die Länge des Stabes 
CG etwas festgesetzt zu 
werden braucht, denn 
wie lang auch CG gewählt wird, stets werden durch die Scheibe / in- 
folge Xa = — 1 auf die Punkte A und C des statisch bestimmten 

Hauptsystems zwei entgegengesetzt gleiche lothrechte Kräfte — über- 




Flg. 159. 



HölleY-BreaUa, QnpbisoheStettk. n. 



\X 



Digitized by VjOOQIC 



162 S^ter Abschnitt. — § &. 

tragen , wobei e = dem wagerechten Abstände Ä C ist. Hat man nun 
für diesen Belastungsznstand die Verschiebungen der Punkte Ä und C 
ermittelt, so kann man durch eine passende Wahl des Punktes G eine 
bequemere Lage des Poles erzielen, um den sich / dreht und durch den 
dann Xj, gehen muss. Ist der Belastungsfall Xa = — 1 erledigt, so 
untersucht man den Zustand X^ = — 1. Hierbei braucht man die Lagen 
der Stäbe / und //' noch nicht zu kennen und wird dies^ nachträglich 
so wählen, dass der Angriflfepunkt X (d. i. der Pol IIa und zugleich 
der Pol Hl,) günstig liegt, wobei zu beachten ist, dass man den Stab 
DF auch nach Pig. 159* durch zwei Stäbe DJ und FJ ersetzen darf, 
deren gemeinsames Gelenk J in lothrechter Richtung geführt wird. Bei 
starren Widerlagern wird schliesslich 8« = 0, 85 = 0, 8^ = 0, 8^ = 
gesetzt. 

66. Träger von höherem Grade statiLsoher XTnbestiinmtheit. 
Ist die Anzahl der statisch nicht bestimmbaren Werthe X grösser als 
4, so ist es möglich, das gesteckte Ziel durch wiederholte Lösung der in 
Fig. 158 behandelten Aufgabe zu erreichen: die Pole //« und //» mitein- 
ander zur Deckung zu bringen. Um dies an einem Beispiele zu zeigen, 
denken wir uns den Bogenträger in Fig. 159 rechts Ton J^noch um mehrere 
Oefihungen verlängert und nehmen an, dass über sämmtlichen Mittel- 
stützen bewegliche Lager mit wagerechten Bahnen angeordnet sind, an 
beiden Enden hingegen feste Auflagergelenke. Die beweglichen Auflager 
seien beseitigt, an ihre Stelle mögen lothrechte Stäbe treten, an welche 
in gleicher Weise wie an die Stäbe CG und BF noch weitere starre 
Stäbe und Scheiben angereiht werden sollen. Ebenso wie nun die 
Scheibe // in Abb. 159 an den Stab DF und an die Scheibe / so an- 
geschlossen wurde, dass sich // infolge der beiden Belastungszustände 
Xa= — 1 und -X"j = — 1 um denselben Pol L dreht, denken wir uns 
weitere Scheiben ///, IV^ V hinzugefügt, deren Anzahl mit derjenigen 
der rechts von E sich anreihenden Trägeröffnungen übereinstimmt, die 
sämmtlich mit / und mit je einem der von den beseitigten Stützpunkten 
ausgehenden lothrechten Stäben so verbunden sind, dass jeder Scheibe 
für die beiden Belastungszustände X, = — 1, X* = — 1 derselbe Dreh- 
pol entspricht, und zwar falle ///« mit III^ in M zusammen, IVa mit 
IVt in N usw. Es bleiben dann alle etwa noch an die Punkte X, M, 
iV, . . . anzuschliessenden Stäbe und Scheiben bei Eintreten jener bei- 
den Belastungszustände in Euhe, und es folgt, wenn an diesen Gliedern 
Kräfte -X., Xff X^, . . . angreifen: 8,« = 8., = 0, 8/. = 8./ = 0, . . • 
8,6 == 85, = 0, 8/6 = hbf=0,.,. Gesetzt nun, es sei der Träger fünf- 
fach statisch unbestimmt, ein Fall der vorliegt, wenn rechts von E in 
Fig. 159 noch eine Oeffnung hinzutritt. Dann kommen nur die Scheiben 
// und /// in Betracht; man füge die in einem Gelenke T aneinander- 
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h&ngenden Glieder L T and TM hinzu, bestimme die Pole S<, und S^, 
um welche sich die Scheibe S = TM infolge von X« = — 1 bezieh. 
X^ = — 1 dreht nnd belaste S mit einer in die Gerade S, S^ fftllenden 
Einzelkraft X^ Dann ergiebt sich 8.« = 8„ = nnd 8.^ == 8^, = 0, 
und es gelten die Gleichungen (.'>), weil sämmtliche 8, die in den Glei- 
chungen 4 in Verbindung mit den X auftreten und deren Zeiger aus 
zwei ungleichen Buchstaben bestehen, verschwinden. 

Wäre der Träger sechsfach statisch unbestimmt, so würde man 
an die Scheiben //, ///, IV eine Scheibe S' auf irgend eine Weise so 
anzuschliessen haben, dass die Drehpole S^ und S^^ sich decken, und 
hierauf würde man diesen gemeinschaftlichen Pol zum Angriffspunkte 
von zwei Einzelkräften X^ und Xf wählen, wobei die Richtung von Xy 
rechtwinklig zu der Richtung der Verschiebung sein muss, welche der 
Angriffspunkt dieser Kraft infolge Z« = — 1 erföhrt. Die Möglichkeit 
nun, im Falle noch höheren Grades statischer Unbestimmtheit, weitere 
Scheiben S^^, S'^', ... so anzureihen, dass ^"\ ^^^ ^'d zusammenfällt, 
^"\ mit %"'^ usw. bildet die Handhabe zur planmässigen Ausbildung 
unseres Verfahrens; denn alle an die gemeinschaftlichen Pole ange- 
schlossenen folgenden Stäbe und Scheiben bleiben nicht nur beim Ein- 
treten der Zustände -X« = — 1, Zi = — 1, sondern auch in den Be- 
lastungsfällen Xc = — 1 und -Xi = — 1 in Ruhe. 

Der Verfasser hält übrigens bei in höherem Grade statisch unbe- 
stimmten Fachwerken die in No. 67 bis 70 durch Aufgaben erläuterte 
Berechnungsweise für unbedingt zweckmässiger, und hat sich aus diesem 
Grunde auch damit begnügt, von den verschiedenen möglichen Ver- 
fahren, die Gültigkeit der Gleichungen // auf Grund kinematischer 
Untersuchungen herbeizuführen, nur das eine anzugeben. 

c Anwendung der ElatHcItittflIeichungen: 

^rSÄ'«? +X"^S'S"p +r"S5''5^'"p +...=SP«.««' +SSf'ef«-L' ^ 

XSS'"fif' p + X'SS"'S"p + jr""25"'«p +...=SP».»^"' + 35f'"e<«— L'" 

welche voraussetzen, dass sämmtliche Spannkräfte S und (nach festen 
Richtungen wirkenden) Stützenwiderstände C des statisch unbestimmten 
Fachwerks auf die Form gebracht worden sind: 

s^s.-s'x'- s"x'' - s"'r" 

C=C^—C'r-C"X"-C'"X'" 

wobei X*^ X!\ X!" ... die statisch nicht bestimmbaren Grössen be- 
deuten.*) 



(V) 



*) Vergl. Seite 25 bis 27. 



\- 
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f>m\ im'\ • • • sind die Verschiebnngeji, welche der AngrifiBpnnkt m 
einer Last P^ erf^rt, sobald aaf das Fachwerk beziehungsweise nur 
die Ursache X' = — 1 oder nur die Ursache X'' = — 1 u. s. w. wirkt, 
während L\ L" , . . . die virtuellen Arbeiten der Stützen widerstände 
C\ C" , . . bedeuten. Alle in den obigen Gleichungen enthaltenen, 
Ton den S\ S'\ 8'" . . . abhängigen Summenausdrücke erstrecken sich 
über sämmtliche Stäbe des Fachwerks, über die noth wendigen und über^ 
zähligen. Der Werth p ist 

8 

Meistens werden die Widerlager starr angenommen und die virtuellen 
Arbeiten L = gesetzt. 

Die Anwendung der vorstehenden Gleichungen ist namentlich dann 
zu empfehlen, wenn die Werthe X', X" . . . durch Rechnung bestimmt 
werden sollen, was (wie schon auf Seite 158 hervorgehoben wurde) im 
allgemeinen geboten ist, sobald nicht jede Grösse X mittels einer ein- 
zigen Gleichung gefunden werden kann. In der Regel hat man es mit 
lothrechten Lasten zu thun; die S^', S^^', hJJ\ . . . sind dann Ordinaten 
von Biegungalinien , deren Berechnung sich (nach No. 49) "stets auf die 
Ermittelung von Angriffsmomenten einfacher Balken zurückführen lässt. 
Aber auch der Einfiuss schräg gerichteter, nicht paralleler Kräfte P 
kann auf dem am Schluss von No. 51 angegebenen Wege leicht durch 
Rechnung erledigt werden, nachdem die den Zuständen X' = — 1, 
X" = — 1 , . . . entsprechenden Biegungslinien für irgend eine Ver- 
schiebungsrichtung bestimmt worden sind. Wenn wir also in den fol- 
genden Beispielen durchweg lothrechte Lasten annehmen, so geschieht 
dies nur der kürzeren Darstellungsweise wegen. Vergl. auch No. 75. 

67. XTntersuohtmg eines über drei Oeffiitmgen gespannten 
Bogenträg;er8, Fig. 160, mit Scheitelgelenken in den Seitenöfiuungen, 
festen Eämpfergelenken und wagerechten Gleitlagern über den Mittel- 
pfeilem. 

Der Träger ist einfach statisch unbestimmt; als statisch nicht be- 
stimmbare Grösse wird zweckmässig der Horizontalschub X eingeftlhrt. 
Die Spannkräfte S sollen in der Form 

S=So—S'X 
dargestellt werden. Wird X= gesetzt, so geht der Bogen in einen 
Gerber' sehen Balken über, dessen Spannkräfte ^o ^^^^ leicht bestimmen 
lassen. S' bedeutet den Werth, welchen 5 annimmt, sobald \X'= — 1 
gemacht wird. Diesen Belastungszustand zeigt Fig. 161. In ^ und B 
greifen die wagerechten, nach aussen gerichteten Kräfte 1 an; ausser- 
dem müssen — damit sich die Bogentheile ÄE und BF nicht um die 



Digitized by VjOOQIC 



Das statiscli unbestimmte Fachwerk. 



165 



Gelenke E und F drehen — die lothrechten, nach unten gerichteten 

2h 
Kräfte -- — angebracht werden. Letztere bedingen bei C und D gleich 

grosse, nach oben wirkende Widerstände. 

Nachdem die Spannkräfte S' für sämmtliche Stäbe bestimmt wor- 
den sind (beispielsweise mit Hilfe eines Oremona'schen Eräfteplanes) 
kann X mit Hilfe der Elasticitätsbedingung 



Fig. 160. 



Fig. 161. 




^ ~ $ y '^ ^y ^"- j " ^- ' ^ " 4? "if '« ";^ ]*- j/—^ ■ 




Fig. 162. 



berechnet werden. Am besten bestimmt man getrennt: 



den Einfluss einer Last P: 
,, „ „ Temperaturänderung 



Fh' 



X,= 



2^'2p 



von Verschiebungen der Stützen AX = 






2>t?'^p 



Die Werthe X, und AX können bereits nach Ermittelung der S' 
ausgerechnet werden. L' bedeutet die virtuelle Arbeit der an den 
Stützpunkten A, B, C, D angreifenden äusseren Kräften des Zustandes 
X= — 1. Wird z. B. der Einfluss einer Yergrösserung der Stützweite 
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AB um 1^1 gesacht, femer der Einflass von Senknngen der Punkte C 
und D um Strecken iq' und iq"» so hat man zu setzen: 

weil den in Ä nnd B angreifenden wagerechten Kräften 1 die positiye 
virtuelle Arbeit 1 - A2 entspricht und den nach oben gerichteten Kräften 
2h 



2Ä ^. ^. . ^ .^ / 2Ä , 2Ä ,A 

— — die negative Arbeit C = — •») — •») J- 



Zur Bestimmung von X infolge von P muss — da P an der oberen 
Qurtung angreift — die Biegungslinie dieser oberen Gurtung ermittelt 
werden, und zwar für den Zustand X = — 1. Entscheidet man sich 
beispielsweise für den in No. 46 (Seite 100) angegebenen Weg, so be- 

rechne man die von den Spannungen a' = -=- abhängigen Aenderungeu 

Je 

A^^ der Bandwinkel ^, schreibe den Knoten 1, 2, 3, . . . die Gewichte 
U7|= A'^j, W2 = ^'^29 ^8 = ^'^89 ... zu (denn die obere Gurtung 
ist wagerecht und es verschwinden in Gleich. 8, Seite 101 die Glieder 
mit Ad) und verfahre im übrigen nach Beispiel 3 auf Seite 123. In 
Fig. 162 wurden die Gewichte w^, tr^, tr^^, Wi^ positiv, die anderen 
w negativ vorausgesetzt. 

Die Linienzüge A' LE\ E'C'RD'F' und F'TB' sind die Momen- 
tenkurven einfacher Balken A' if^ E'F' und F'B'y welche beziehw. be- 
lastet sind mit tr^, u?^, mit w^ bis w^^ und mit t^jg, w^^. Der Schluss- 
linienzug A'' E"F" B" ist bestimmt durch die Längenänderungen der 
Vertikalen AA^y CCq, DDq und BB^; es ist nämlich: 

ZT = AXio; C^=AC^; D^ = ^DDo; Wb' = ^BB^. 

Diese Vertikalen werden gedrückt, und es liegen daher die Punkte 
A'\ C'\ D", B" oberhalb A\ C\ D' B'*) Die in Fig. 162 schraffirte 
Fläche ist die gesuchte Biegungsfläche und gleichzeitig Binflussfläche 
für X (mit dem Multiplikator 1 : ^S"^^)\ der mittlere Theil derselben 
ist negativ, weshalb Lasten, die in den Knoten 6 bis 8 angreifen, 
einen negativen Horizontalschub X hervorbringen. 

Hinzuzufügen bleibt, dass der für X^ abgeleitete Ausdruck sich für 
den in der Regel vorausgesetzten Fall einer gleichmässigen Erwärmung 
des Bogens noch vereinfachen lässt. Zu diesem Zwecke schreiben Wir 
den Stablängen 9 des bei B auf wagerechter Bahn verschiebbar ge- 
dachten Bogens die verschwindend kleinen Aenderungen Ad = g)« zu, 
wobei o für alle Stäbe gleich sein soll, und wenden auf diesen Ver- 

*) Wir erinnern daran, dase wir die lothrechten Verschiebungen stets 
nach unten positiv zählen. 
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schiebnogszastand und auf den Belastungsznstand X= — 1 das Gesetz 
der yirtaellen Verschiebungen an. Wir erhalten dann, da sich ?=Zj-|-2/i 
am ^l = ol ändert, die Beziehung 

l't>l = ^S'<^8, d. h. :2S'8 = l 

und finden nun (falls neben t auch e einen festen Werth besitzt) 

_ zt^S'a _ eil 
^'~ 2ä'^p "" 2^'^p" 

68. Kette, versteift durch einen Oerber'schen Balken. Wir 
knüpfen an die im ersten Bande (Seite 417, No. 208) durchgeführte 
Untersuchung an, welche lehrte, dass eine über beliebig viele Oeffhungen 
gespannte Kette mit durchgehendem Versteifungsbalken ein statisch be- 
stimmtes Tragwerk ist, sobald der Versteifungsbalken ebensoviel Mittel- 
gelenke erhält als die Brücke Oeffnungen besitzt, und die Mittelgelenke 
so vertheilt sind, dass nach Weglassung irgend eines derselben (welches 
wir kurz das Gelenk G' nennen wollen) der Versteifungsbalken ein 
Gerber'scher wird.*) Wir zeigten auch, dass nach Bestimmung des 
Horizontalzuges H der Kette die Spannkräfte Z der Hängestangen sich 
mittels des Gesetzes leicht angeben lassen, dass die Kette das Seilpolj- 
gon der Kräfte Z ist, womit dann alle am Balken angreifenden Kräfte 
bestimmt sind; und schliesslich ermittelten wir H, indem wir das An- 
griffsmoment für den Balkenquerschnitt G' gleich Null setzten. Fehlt 
nun das Gelenk G\ wird also die Kette durch einen Gerber 'sehen Balken 
versteift, so entsteht ein einfach statisch unbestimmtes Tragwerk, als 
dessen statisch nicht bestimmbare Grösse X am zweckmässigsten der 
Horizontalzug der Kette gewählt wird. Zur Berechnung von X dienen, 
wenn sämmtliche Spannkräfte S auf die Form 

S = Sq — S'X 

gebracht werden, die Formeln: 

Einflnss einer Einzellast: X = 



Ph' 



„ Temperaturänderung: A< = ^„'2 — 

L' 
von Verschiebungen der Stützen: AX = — ^^^ 



P 



'*') Wie beim Gerber'schen Balken die Gelenke über die verschiedenen 
Oefißaungen za vertheilen sind, lehrt Abschnitt VI von Band I. 

**) Es handelt sich hier nur um diejenigen Lasten, welche nach Ausführung 
der Versteifung der Kette aufgebracht werden, in der Regel also nur um die 
bewegliche Belastung. Vergl. Band I, § 51. 
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Das Verfahren möge an dem in Fig. 163 abgebildeten Träger er- 
läutert werden. Der Versteifangsbalken besitzt hier zwei in der Mittel- 
öffnung liegende Gelenke G und J, Um den Belastungszustand -X"= — 1 
zu erhalten, denke man in den Kettengliedern Drücke Si\ S^'y 8^\ , » . 
erzeugt, denen ein Horizontalschub von der Grösse Eins entspricht. 
Fig. 163^ giebt an, wie diese Kräfte und die zugehörigen Drücke 
Sq\ S^q\ Sil . . .y ^° ^^^ Hängestangen dargestellt werden können, 
wobei es genügte, die linke Trägerhälfte zu behandeln. Die Drücke 
S^\ Siq\ Sil . , , ^T^^^T^ die Belastungen des Versteifnngsbalkens, dessen 
Stützen widerstände ä\ B\ C\ D' nach Abschnitt VI, Band I, zu be- 




Fig. 16a 

stimmen sind, worauf die Spannkräfte S' der Stäbe des Balkens mit 

Hilfe eines Oremona'schen Kräfteplanes gezeichnet werden können. Ist 

S' 
dies geschehen, so werden die Spannungen a' = -— - oder die Längen- 

jP 

S* 8 

ändeiningen (A«)' = — — sämmtlicher Balkenstäbe berechnet, hierauf 
Er 

nach No. 46 oder No. 47 die Gewichte tv ermittelt und die in Fig. 163* 

schraffirte Biegungsfläche der Gurtung Ä^Dq bestimmt. Dieselbe ist 

die Einflussflftche für X ( Multiplicator = ^^r^^- ) und wird begrenzt 
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durch die Momentenlinien ä' B' G\ G' L' J\ J' C' D' der mit den 
entsprechenden Gewichten w belasteten einfachen Balken A'G\ G'J\ 
J'D' nnd den Schlusslinienzug -4' (r^J^'D', welcher bestimmt ist durch 
die Verkürzungen B" B' und C" G' der Vertikalen B^B und C^*) 
Zu beachten ist, dass sich der Ausdruck 25'^() auf sämmtliche Stäbe 
des Tragwerks (Balkenst&be, Hängestangen, Glieder der Tragketten und 
Bückhaltketten) bezieht. 

Bei der Berechnung Yon Xt wird meistens angenommen, dass sich 
die dem spannungslosen Anfangszustande entsprechenden Temperaturen 
sämmtlicher Stäbe um den gleichen Betrag t ändern. Es stellt sich 
dann heraus, dass der Einfluss der Temperaturänderungen der Balken- 
stäbe und Hängestangen ein verhältnissmässig sehr geringer ist, und 
dass es genügt, im Zähler des für X^ erhaltenen A.usdruckes nur die 
Glieder der Tragketten und Bückhaltketten zu berücksichtigen. Für 
ein unter a gegen die Wagerechte geneigtes Glied der Tragkette er- 
hält man 8' = — 1 • sec a, und für die Glieder der Bückhaltketten er- 
geben sich z. B. bei der in Fig. 164 veranschaulichten Anordnung die 
Werthe 5' = — 1 sec (t. Daraus folgt dann: 

X, = — -^^Tg— I S« sec a + 2 («, + «0 sec a') |, 



worin s^ = KK^ und s^, ^= KiK^. Die Summe 2« sec a erstreckt sich 
nur über die Glieder der Tragkette. Infolge einer Erhöhung der Tem- 
peratur wird der Horizontalzug der Kette 
verkleinert. 

Verschiebungen der Widerlager bleiben 
meistens unberücksichtigt, obgleich Längen- 
änderungen schlanker Mittelpfeiler und ein 
Nachgeben der Verankerungen von merk- 
lichem Einfluss auf X sein können. Es senke 
sich z. B. der Stützpunkt E um ir)^, Fmn iQs, 
auch verschiebe sich der Stützpunkt K im 
Sinne KK^ um if|j tmd der entsprechende ^ 

Stützpunkt des rechten Endpfeilers um 1)4. 
In den Punkten E und K greifen beim 
Eintreten des Zustandes Jr= — 1 die Stützen widerstände an: 




*) Die Vertikalen A^A und Df^D des in der Fig. 168 abgebildeten Trägers 
sind ftir den Belastmigszastand X=— 1 spannungslos; ihre Längenänderungen 
sind also =0« 



Digitized by VjOOQIC 



170 Erster AbBohnitt. — § 5. 

^ = 1 (tg a^ + ^E ^ö)» °*^ abwärts gerichtet 
^ = 1 sec a' , „ oben „ *) 

nnd entsprechend gleiche Widerstände wirken bei F nnd N, 

Die virtnelle Arbeit dieser Auflagerkräfte ist: 

L' = (ig a^H- tg ttß) (1)1 + if|,) + sec a' (^s + '^lJ 

und man erhält daher: 



AX: 



^^/, l (tg «4+ tg Oß) (iQi + •*!,) + Boc a (iQs + 'njJ- 



69. Kette, über eine OefEhung gespannt tind durch einen 
Bogentrftger mit 2 Kämpf ergelenken versteift, Fig. 165. Dieses 
Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. Als statisch nicht bestimm- 
bare Grössen werden zweckmässig der Horizontalzng X' der Kette nnd 
der Horizontalschnb X'' des Bogens eingeführt. Die Spannkräfte werden 
auf die Form S = So — S'X' — S'' X" gebracht. 

Fig. 168 zeigt den einfachen Balken ÄB^ in welchen das Fach- 
werk im Falle X' = und X" = übergeht, während die Figuren 
166 und 167 diesen Balken im Belastungszustande X' = — 1 bezieh. 
X" = — 1 darstellen. 

Bei Eintreten des Zustandes X! =■ — 1 greifen am Balken AB 
die lothrechten Lasten 8^\ /S'g^ . . . an (d. h. die Drücke in den Hänge- 
stangen, welche genau so bestimmt werden wie im vorigen Beispiele), 
und im Belastungsfalle X" = — 1 befindet sich der Balken unter dem 
Einflüsse zweier wagerechter Kräfte 1. Nach Berechnung der den 
Spannkräften 8' und S" entsprechenden Knotenpunktsgewichte w und 
w" werden die Biegungslinien (S' und h") als Momentenlinien einfacher 
Balken AB ermittelt*'*') und schliesslich die Elasticitätsgleichungen 
aufgelöst: 

X'2S'«p + X"25'Ä'"p=^P8' J^^S'tU — V 



*) Wir setzen voraus, dasa bei Kx und K% bewegliche Lager angeordnet 
sind. Der Widerstand des auf wagerechter Bahn geführten Stützpunktes K^ 
ist lothrecht, der Widerstand bei K^ halbire den Winkel JT JTi JEJi. Dann 
wird jedes der beiden Kettenglieder KK^^ und K^K^ durch eine Spannkraft 
Xseca' beansprucht, wo a' den Neigungswinkel von K^^K^ gegen die Wage- 
rechte bedeutet. In K greift also ein von K^ nach Kx gerichteter Widerstand 
Xseca' an und im Falle X= — 1 ein von K^ nach K^ gerichteter von der 
Grösse 1 sec a\ 

**) Li Fig. 166 und 167 wurden die Längenänderungen der Endständer 
AA^ und BB^ vernachlässigt. 
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Man erhalt den Einfloss der Belastong 

X' = P(ii"h' — ah") 
X" = P(o'h" — ah') 

, SS'»p „ 2S"'»p 2S'S"p 
worin o :^ ^—, o = ^—, o = ^ 

N ' N ' N 

N= SS"»p • 2S"»p — (2S'Ä"p)», 







> 



Flg. 165. 



Fig. 166. 



Fig. 167. 



Fig. 168. 



femer den Emfluss einer Temperatorftndemng: 

nnd den Einflnss einer Bewegung der Stützen: 
A^ = — i^" L' + oL" 
AJf" = — o' L" + öiy'. 

Die Yon S' abhängigen Summenausdrücke erstrecken sich über die 
Stäbe des Bogens, die Hängestangen, die Tragkette nnd die Büokhalt- 
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ketten, die von 8" abhangigen nur über den Bogen, da für die Ketten- 
glieder nnd Hängestangen 8" = ist. 

Wird eine gleichmässige Temperaturänderung angenommen, so darf 
man, wie im Torigen Beispiele, 

Flg. 169. 




Fig. 178. Fig. 174. 

'^^ %ts = 2« sec a + 2»' sec a' 

setzen, worin sich 2«8eca nur über die Glieder der Tragkette er- 
streckt und b' die Länge einer Eückhaltkette (bis zur Ankerplatte 
gemessen!) bedeutet. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Eückhaltkette 
entweder geradlinig oder, wenn gebrochen, derart mit Zwischenstützen 
versehen ist, dass die Spannkraft in der ganzen Kette gleich gross 
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ist. Yergl. Fig. 164. Weiter darf man (ähnlich wie beim ersten Bei- 
spiel, Fig. 160) 

setzen. 

Sollen AX^ und AX'^ unter der Voraossetziing berechnet werden, 
dass sich die Stützpunkte C und D nm 7)^ bezieh. iQg s^i^^en) dass 
femer die Ankerplatten links und rechts in der Richtung der Rück- 
haltketten um iQj bezieh. 1Q4 nachgeben und l sich um A2 ändert, so 
hat man zu setzen: 

L' = 1 • (tg Oo + tg aO (TQi + ir),) + 1 - sec gl' (tQj -f i) J 
X" = 1 • Ai. (Vergl. das vorige Beispiel). 

70. XTebuiigBaiifgabeii. Die durch einen einfachen Balken ver- 
steifte Kette in Fig. 1-69 ist einfach statisch unbestimmt. Kennt man 
den Horizontalzug X, so kann man die Spannkräfte in den Hänge- 
stangen mittels der Bedingung finden, dass die Kette das Seilpolygon 
dieser Kräfte ist. 

Figur 170 stellt ein dreifach statisch unbestimmtes Hängewerk 
(System Ordish-Lefeuvre) dar. Sind die Spannkräfte X', X", X"' der 
lothrechten Hängestangen bekannt, so sind die in den Tragketten ÄC^ 
CD, EB, ED, ÄD, DB und in den Rückhaltketten auftretenden Kräfte 
gegeben. Die durch eine gestrichelte Linie angedeutete Kette hat nur 
das Gewicht der Tragketten au&unehmen. Bei symmetrischer Anord- 
nung ist die Biegungslinie für X"' ^= — 1 das Spiegelbild der Biegungs* 
linie für X' = — 1. 

Ein ähnliches Hängewerk zeigt Figur 171; dasselbe ist 4 -fach 
statisch unbestimmt. Die Belastungszustände X' = — 1, X" = — 1, 
X''' = — 1, X"" = — 1 4e8 Versteifongsbalkens sind in der Figur 
dargestellt worden; es ist zu beachten, dass am festen Auflager A 
schräge Widerstände hervorgerufen werden. 

Das Balkenfachwerk in Fig. 172 besitzt in jedem Felde zwei sich 
kreuzende Diagonalen, welche aber beide im Stande sind, Zug- und 
Druckkräfte zu übertragen. Hat das Fachwerk also n Felder, so ist es 
n-fach statisch unbestimmt. In der Figur ist der Kräfteplan fQr 
X"'= — 1 vorgeführt worden; die Wirkung dieser Kraft erstreckt sich 
nur über die Stäbe 9, 10, 11, 12, 13, und es treten daher nur zwei 
Gewichte w auf, nämlich w^'" und to^"\ welche am besten nach No. 47 
Gleich. 10 berechnet werden. Man erhält für tr^'" einen positiven, für 
w^'" einen negativen Werth und gelangt daher zu der in der Abbil- 
dung angedeuteten Biegungslinie (5''^. Ebenso werden die Zustände 
X' = — 1, X" = — 1, u. s. untersucht. 
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Die Figaren 178 nnd 174 zeigen zweifach statisch unbestimmte 
Tragwerke, welche in ähnlicher Weise behandelt werden wie die Ter- 
steiften Kettenbrücken in Fig. 163, 165, 169. 

Wir heben zum Schluss noch einmal hervor, dass bei Anwendung 
der Gleichungen V auf Seite 168 die Summe 2 sich über sämmtliche 
Stäbe erstreckt, über die noth wendigen und überzähligen. So ent- 
sprechen beispielsweise dem überzähligen Stabe des ersten Feldes des 
Trägers in Fig. 171 die Werthe: S'= — i;S"=0; S'"=0\ S"''=0\ 
u. s. w. dem des zweiten Feldes \ S' =0\ 8" = — \\ S>" = 0\ 8"" = 
u. s. w. Man vergl. auch Seite 26 der Einleitung. 

d. Allgemeines Ober das Auftragen der EInfliisslinlen, 

\ \'"'''' 
\ , \ \ -^ I TL Sind die Einflusslinien für die Grössen X eines durch parallele 

^ ' Lasten P beanspruchten Fachwerks nach einem der in No. 56 bis 69 



\ 



x>> 



^ I angegebenen Verfahren bestimmt worden, so lassen sich die Einfluss- 
linien der Spannkräfte 8 .und Stützenwiderstände C mittels der zwi- 
\ sehen den 8, C und X bestehenden Beziehungen ersten Grades dar- 

y , stellen. Soll beispielsweise die Einflusslinie für eine Spannkraft 

-v g :^ 13^ — SaXa "-" 8^X1 8cXo .... 

aufgetragen werden, so nehme man zuerst sämmtliche X= an, zeichne 
die ^0 -Linie des statisch bestimmten Hauptsystems auf die im I. Bande 
gezeigte Weise und verkleinere die Ordinaten derselben um die Summe 
der beziehungsweise mit 8^, 8t y iS'„ . . . . multiplicirten entsprechenden 
Ordinaten der Einflusslinien für -X., JT^, X,, . . . ., wobei es sich em- 
pfiehlt, die Multiplikationen mit Hilfe von Winkeln a, ß, y • • • • ^^' 
zuführen, welche der Beihe nach durch 

tga = ^., tgß = &, tgY = 5^c, 

bestimmt sind.*) 

In Fig. 175 ist dieses allgemeine Verfahren an einem Bogenträger 
mit festen Eämpfergelenken (Ay B) und auf wagerechter Bahn beweg- 
lichem Auflagergelenke C erläutert worden. Als statisch nicht bestimm- 
bare Grössen sind eingeführt: der Horizontalschub X^ und der Wider- 
stand Xt der Mittelstütze. Gesucht sei die Einflusslinie für die Spann- 
kraft 8 im Stabe i — h der oberen Gurtung. Werden X« und Xi = 
gesetzt, so liegt ein einfacher Balken AB vor, und es besteht deshalb 
die iSo- Linie aus zwei Geraden ÄC und CB^ welche nach Fig. 175^ 

durch Auftragung von ÄJ= — 1 — -^^ bestimmt sind, wobei r„ das 



*) Auch der Proportionalcirkel leistet gute Dienste. 
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Loth vom Enotespunkt m auf den Stab ik bedeutet.*) Die des Be- 
lastungszuständen X« = — 1 und X^ = — 1 entsprechenden Spann- 
kräfte Sa und Si stellen sich hier negativ heraus, während Xa und X^ 
nur positive Werthe besitzen; das Glied: — (S^X^-^ Si,Xt) ist also 
positiv; addirt man dasselbe zu dem negativen Werthe Sq, so erhält 
man für P = 1 : 

8=8o — SaXj, — Sj,Xt, = Pif| 

und gelangt zu der in der Fig. 175® voll schraffirten Einflussfläche für 
S. Dieselbe ermöglicht für jeden Belastungszustand die Ermittelung von 

5 = SP7i. 




Plg. 175. 

72. Die ziemlich umfangreiche Arbeit, welche die Auftragung der 
Einflusslinien f(lr sämmtliche Spannkräfte S eines mehrfach statisch un- 
bestimmten Fachwerks verursacht, lässt sich durch Verwerthung der 
zwischen den einzelnen Grössen ^S^ stattfindenden statischen Beziehungen 
meistens erheblich abkürzen. In der Regel liegen Fachwerke vor, die 
aus aneinander gereihten Dreiecken bestehen; es ist dann zu empfehlen, 
die Spannkräfte in den Füllungsstäben durch die Gurtkräfte auszu- 
drücken. Bei belasteter oberer Gurtung betrachte man einen unteren 
Knotenpunkt m (Fig. 176), nehme zuerst C/;»_i = +l und U„^i = 
an und bestimme mit Hilfe des in Fig. 176* dargestellten Kräftepoly- 
gons die entsprechenden Spannkräfte: — k^ (Druck) und -|- K^+i (Zug) 
der Wandglieder D^ und D^-i-i* Ganz ebenso ermittle man für den 
Zustand U^^i =0 und Um-^i = -\- 1 die Spannkräfte -{- v^ und — "^m+x 



*) Vergl. Band 1, Seite 271, Fig. 268. 
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jener Glieder, nm hierauf die fOr jeden Belasttmgsznstand gültigen 
Formeln zu erhalten: 

z),+, =+ >c+, ü«_,— v,+, t7.+,=v.+, (+ J=±i- D«., -cr„+A 

Die Einfiusslinien flir die Oammeransdrttcke wollen wir kurz die 
Einflusslinien ftlr h^ beziehungsweise Z^m+i nennen nnd die Faktoren 
v« und Vm+1 als Multiplikatoren dieser Linien bezeichnen. Die D«,- Linie 
erhält man, wenn man die mit >c^ : v« multiplicirte ü'H,_i-Linie von der 








^y 



Fig. 177. 



(It^^i'Lime in Abzug bringt, und ganz entsprechend ergiebt sich die 
D^^i'Linie. Zur Ausführung der Multiplikationen mit x^ : v^ und 
XM4.i:Vm+i benutze man Hilfswinkel oder den Proportionalcirkel. 

Bei belasteter unterer Gurtung drücke man die Spannkräfte D durch 
die Spannkräfte aus. 

Die oben für Dm und 2>m+i abgeleiteten Gleichnngen gelten auch für den 
Fall belasteter unterer Gurtung so lange im Knoten m keine liast angreift. Liegt 
die Lasteinheit bei m, so treten rechts noch Glieder pm bezieh, p^+i hinzu, 
die der Fig. 176<> zu entnehmen sind. Hierauf ist zu achten, wenn beide Gurte 
belastet sind. Yergl. auch das ähnliche allgemeine Verfahren in Band I, 
No. 170 Seite 273. 

Sind nicht nur die Lasten, sondern überhaupt alle äusseren Kräfte 
(also auch die Stützenwiderstände) einander parallel, ein Fall der bei 
Balken auf mehreren Stützen, sowie bei den Versteifungsbalken von 
Kettenbrücken in der Regel vorliegen wird, so gehe man, falls sämmt- 
liche Wandglieder gegen die Richtung der Lasten geneigt sind (Fig. 177), 
von den bereits im I. Bande benutzten Gleichungen aus: 
Dm cos <p« = — CT^-i cos Y—i — 0^ cos ß^ 
7>^i cos 9^+1 = — U„rH cos Ym+i — 0^ cos ß»,. 
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Sind dann mittels des in No. 7 1 beschriebenen Verfahrens die Ein- 
flosslinien für die Ocosß nnd Ucosy gefanden worden, so sind auch 
die Einfiosslinien für die Z>cos9 bestimmt. 

Für das in Fig. 178 dargestellte von paraUelen äusseren Er&ften 
angegriffene Fachwerk, dessen Stäbe zum Theil in die Kraftrichtung fal- 
len, gelten die Beziehungen: 

M *) 

— 0«, cos ß« = + U^^^cos Y«+i = -T^ 



i>«cos<p« = 






r. = ^[:^.^-^]La8t am Obergart 
F. = ^r^-^.^]La8t am Untergurt; 





Flg. 179. 

ans denen hervorgeht, dass es zweckmässig sein wird, zunächst die 

Einflussflächen für die Werthe — r— darzustellen, um in dem Unter* 

h 

M 

schiede zweier aufeinanderfolgenden — — Flächen eine Z> cos 9 - Fläche zu 

h 

erhalten. Auch die T^- Fläche ist durch zwei aufeinanderfolgende 

M 

— — Flächen, von denen aber die eine mit einem Höhenverhältniss mul- 
h 



*) Mm bedeutet das Angrifiismoment für den Knoten m; dasselbe wird 

in der Form: Mm = Mom — M'mT — M"mX" — dargesteUt, wenn X', 

X", ... die statisch nidit bestimmbaren Grössen sind. Die Formeln für 0, D 
find V sind im I. Bande, Seite 275 u. 816 abgeleitet worden. Die Aasdrücke 
ür die V wurden oben in anderer Form geschrieben wie früher. Die Formeln 
für and U gelten bei beliebig gerichteten äusseren Kräften. 
MAller-BreiUu, anphUohe Statik, n. 12 
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tiplicirt werden mnss, bestimmt; femer treten bei den F- Flächen Mal- 
tiplicatoren auf. 

Bei gerader Ourtung wird die Ermittlnng der Kräfte V wesent- 
lich einfacher. So findet man z. B. für den in Fig. 179 dargestellten 
Fall einer geraden unteren Gurtung die Gleichgewichtsbedingung: 

{Y^ — F) sin CJU + i>« sin 4^« = 

und hieraus: 

i)»,sin4>^ sinij;« / Pcos<p^sinc3u' 
-^ ^— ^-— \—T>^ cos <p«H ^ 



F.=- 



+ P= 






sin a« sina«co8<p„ \ - . - . gjj^ ^^ 

So lange die über den Träger wandernde Lasteinheit ausserhalb 
der Felder X^ und \n-\-\ Hegt, unterscheidet sich die Einflussfläche für 
den Klammerausdruck von der D«. cos 9^ -Fläche nur durch das Vor- 
zeichen ; an der Stelle m ist zu der in entgegengesetztem Sinne zu nehmen- 



den Ordinate der Dm cos 9«- Linie noch der Betrag: 



1 . cos 9m sin Om 
sinij^M 



zu 



addiren. Ist die untere Gurtung rechtwinklig zur Richtung der Lasten, 



so wird 



sin-y«, _ 



tgf..*) 



sm 0^008 9«, 

Besonders einfach wird die ganze Untersuchung für Parallelträger, 
deren äussere Kräfte rechtwinklig zu den Gurtungen sind. Hier kommt 
es nur darauf an , die Momente und Querkräfte zu bestimmen, aus denen 
sich dann sämmtliche Stabkräfte berechnen lassen. 





Fig. ISO. 



Flg. 181. 



Für das in Fig. 180 dargestellte Fachwerk ergiebt sich z. ß., 
wenn Q^ die Querkraft für das m** Feld bedeutet, 

— OJi = -\- V^^h — JC; JD« sin 9«, = Q^ 
F« = — ^M, Last oben, 
Fm = — ^M+i Last unten. 



*) Yergl. die ähnliche Untersuchung in Band I, Seite 228. 
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Da nnn Q^ = t— (M^ — ^m-t) ist*), so kann man nach Ermitt- 

lang der If- Flächen jede QX- Fläche als den unterschied zweier auf- 
einanderfolgender Jf- Flächen gewinnen, oder man zeichnet zuerst die 
$X- Flächen und benutzt hierauf die Beziehung 

um aus der einen Jf- Fläche schrittweise alle übrigen abzuleiten. 

Liegt das Fachwerk in Fig. 181 Tor, und sind m — 1 und f»+ 1 
Knotenpunkte der belasteten Gurtung, femer Q die Querkraft für das 
Feld {m — 1) — (f»+ 1), so beachte man die Beziehungen: 

0^ih = — M^.^, R„Ä = + Jf«, (9«+,Ä = — Jf.,+1 
D^ «in 9« = — D^i sin <p«+i = + ö- 

78. Auf eine sehr übersichtliche Weise lassen sich die Einfluss- 
flächen für die Spannkräfbe einfach statisch unbestimmter Träger ge- 
winnen; denn hier erscheint 8 in der Form 

S = 8,-S'X = 8'(^-x), 

und es ist daher möglich, wenn 8' als Multiplikator herausgezogen wird, 
jede iS'- Fläche als den unterschied der X- Fläche und einer meistens 
von nur wenigen Geraden begrenzten iS'o/^'-Fläche (deren Aufzeichnung 
ebenso schnell vor sich geht, wie die der ^q- Fläche) darzustellen. 

Wir werden meistens die X und die -q =8qIS' (Figur 182*) 
von derselben Geraden N^N aus auftragen und erhalten dann die 8- 
Fläche (deren Ordinaten mit iQ bezeichnet werden mögen) gewisser- 
massen auf die X- Linie als gebrochene Null -Achse bezogen. Giebt 
man aber der Einführung einer allen /S'- Flächen gemeinsamen geraden 
Null -Linie (die bei lothrechter Belastung meistens wagerecht gewählt 
wird) den Vorzug, so gelangt man zu der Darstellungs weise in Fig. 182^, 
in welcher die Ordinaten tf von der X- Linie aus aufgetragen wurden, 
und aus welcher ohne weiteres das Gesetz abgelesen werden kann, dass 
innerhalb eines Gebietes, in welchem die Sq 18' 'Linie der Fig. 182* gerad- 
linig verläuft, entsprechende Seiten der iS"- Linie und X- Linie sich in 
Punkten einer Geraden schneiden, welche durch den Nullpunkt der 
iS'o/iS'- Linie geht und parallel zu P ist.**) Auf Grund dieser Eigenschaft 



*) Veigl. Band I, Seite 258. 

**) Die 5- Linie ist also innerhalb eines von einer geraden Sq -Linie be« 
herrschten Gebietes affin mit der X- Linie« 

12* 
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lässt sich die ^- Linie ans der X- Linie ableiten, sobald eine Ordinate 
xind die Nullpunkte der 5^ //S''- Linie bekannt sind.*) 




Fig. 183. 

Beispiel. Für den in Fig. 188 abgebildeten, einfach statisch 
unbestimmten Bogenträger sei nach dem in No. 67 beschriebenen Ver- 
fahren die Einflusslinie für den Horizontalschub X ermittelt und von 
der geraden Nullinie ä'B' aus aufgetragen worden.**) Es soll die Ein- 
fiussflftche für die Spannkraft des dem Knotenpunkte m gegenüber- 
liegenden Stabes der oberen öurtung gezeichnet werden. 

Den Belastungszustand X= — 1 zeigt Fig. 183^. In Ä und B 
wurden Kräfte (K') angebracht, deren wagerechte nach aussen gerichtete 
Seitenkräfte von der Grösse 1 sind und welche durch die Gelenke E 
und F gehen müssen, damit sich die Bogentheile ÄE und BF nicht 
um E bezieh. F drehen. Sodann wurden die einander gleichen Kräfte 



*) Wir erinnern hier u. A. an die Ermittlung der Nullpunkte der iSo- 
Linien mit Hilfe von Polbestimmungen kinematischer Ketten. Band I, § 82. 
**) In Figur 183 yemachlässigten wir die dem Zustande X=^l ent- 
sprechenden LängenänderuDgen der Ton den Stützpunkten A^ C, 2>, B aas- 
gehenden lothrechten FüUungsstäbe. Yergl. Fig. 162, Seite 165. 
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(C') und (Z>') hinzugefügt, welche den {K') das Gleichgewicht halten. 
Der aus drei Geraden bestehende Linienzug A, Ci^ D^, B ist das Seil- 
polygon (Mittelkraftspolygon) der Kräfte K\ C\ D\ K\ 

Ein behufs Bestimmung der Spannkraft O' durch das Fachwerk 
geführter Schnitt tt trifft die Seilpolygonseite C^Di, welche die Lage 
der Mittelkraft (R) der links von tt wirksamen äusseren Kräfte K' und 




(f bestimmt. Misst man also den lothrechten Abstand y», des Punktes 
m von der Seite C^ D^ und erwägt , dass die wagerechte Seitenkraft von 
B die Grösse 1 besitzt, so lautet die Bitter' sehe Momentengleichung 
für den Drehpunkt m: 

O'r^ — 1 • ym = 0, woraus O' = + 1 -^ . 
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weshalb schlieeslich 

erhalten wird. 

[Die Yorstehende Beschreibung der Bestimmungsweise der Spann- 
kräfte 8' berücksichtigt eine beliebige Neigung der vom Schnitte tt ge- 
troffenen Seite des Mittelkraftspoljgons; sie liefert z. B. für den Ober- 

gortstab des ersten Feldes: O' = — 1 — , für den üntergurtstab des 

b*^ Feldes: ü' = —i •— , für die vom Schnitte tt getroffene Dia- 

rn 

gonale: D' = — 1 •— , wo r< das Loth von • auf D' bedeutet.] 

Im Falle X = geht der Tr&ger in einen 6erber*scben Balken 
über, and es besteht deshalb (nach Band I, § 44) die Einflnsslinie für 

-^ Oo aus 4 Geraden ä'E", E"C'm'\ m'D'F" und W' B' (Fig. 188*»), 

deren Nullpunkte den Auflagergelenken entsprechen und deren Schnitt- 
punkte in den Senkrechten durch Ey m, F liegen. Die Gerade D'm" 
muss auf der Senkrechten durch C die Strecke: 






f 

abschneiden. Bringt man nun von der -^'Oß- Fläche die X- Fläche 

ym 

in Abzug, so erhält man die in Fig. 188^ durch Schraffirung hervorge- 
hobene 0- Fläche; der Multiplikator derselben ist =yml^m' Lothrechte 
Lasten P erzeugen: 

In Fig. 188^ ist die 0- Fläche noch einmal, auf eine wagerechte 
Null- Linie bezogen, dargestellt worden. Nach Auftragung der X-Linie 
wurde die Gerade D'm' mit der Senkrechten durch C in J zum Schnitt 

gebracht, die Strecke JJ" = 1 — ^ abgetragen und mittels der Geraden 

ym 

J"D' der Punkt m" der 0- Linie bestimmt. Zur Festlegung der Punkte 
F" und E" dienten die aus dem Verlauf der Oq- Linie (welche man 
für diesen Zweck nur zu skizziren braucht) gefolgerten Bedingungen, 
dass sich die Geraden m' F" und m F' in einem Punkte der Senk- 
rechten durch B' schneiden müssen und die (in unserer Figur nicht 
ausgezogen) Geraden m' E" und m^^ in einem Punkte der Senkrechten 
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durch C\ nnd schliesslich wurden die sechs Zweige der 0-Linie in der 
auf Seite 182 beschriebenen Weise (vergl. auch Fig. 179) aus den ent- 
sprechenden Zweigen der X- Linie abgeleitet. 

Die Darstellungsweise in Fig. 188 ist unbedingt die übersichtlichere 
und verdient stets den Vorzug. Nach den Erfahrungen, welche der 
Verfasser bei den von ihm selbst und von den Hörern seiner Vorträge 
durchgeführten Berechnungen gesammelt hat, empfiehlt sich folgendes 
Vorgehen. 

Man yertheile die Zeichnungen im allgemeinen*) auf 4 Blfttter, 
welche der Beihe nach zur Auftragung der Einflusslinien für die Ober- 
gurtstttbe, üntergurtstäbe, Diagonalen und Vertikalen benutzt werden. 
Auf jedem dieser Blätter bestimme man mit Hilfe einer einzigen X- 
Linie nach dem in Fig. 188^ angewandten VerflEihren die Einflusslinien 
für die in Frage kommenden Spannkräfte, und trage schliesslich jede 
Einflusslinie von einer besonderen» geraden Null -Linie aus auf, wo- 
bei die Ordinaten der nach Fig. 188^ angefertigten Zeichnung zu ent- 




Flg. 184. 

nehmen sind. Nun gebe man die gefährlichsten Zugstellungen (welche 
am besten durch Versuche bestimmt werden) an und schreibe neben 
jede Einflusslinie die folgenden Werthe: 

1. den Multiplikator (den wir von jetzt an stets mit |Jl bezeichnen 
werden), 

2. die den Lasten P entsprechenden Werthe SPiq, wobei es sich 
empfiehlt, durch einen an das Zeichen 2 gesetzten Zeiger -f- oder 
— anzudeuten, dass es sich um den Einfiuss der auf den posi- 
tiven oder den negativen Beitragsstreoken liegenden Lasten P 
handelt, 

3. diejenigen Grössen, durch welche der Einfluss der ständigen Be- 
lastung bestimmt wird. Bei ungleichen Feldweiten ist es am 

zweckmässigsten , die Inhalte F und F des positiven bezieh. 

+ 
negativen Theiles der Einflussfläche zu berechnen und die von der 



*) Auf Vereinfachungen, die sich an der Hand der Betrachtangen in No. 72 
ergeben, werden wir in dem von den wichtigsten Trägern handelnden Ab- 
schnitt II hinweisen. 
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Btändigen Belastung {g für die Längeneinheit) herrührende Spann- 
kraft 8g mittels der Formel 8g = g{F — F) zu ermitteln, wo- 

+ 
bei die unter den F stehenden + und — nicht Vorzeichen em- 

dem nur Zeiger bedeuten.*) Haben sämmtliche Felder die gleiche 
Länge X so ist die Rechnung mit Ejiotenlasten g\ vorzuziehen. 
Man bestimme dann die Summe aller positiven, an den Knoten- 
punkten gemessenen Ordinaten, desgleichen die Summe aller nega- 
tiven Ordinaten, bezeichne diese Summen kurz mit 2 und 2**) 

und setze schliesslich 5^^ = ^X (S — S). **■ 

+ 

Auf diese Weise erhält man sehr ttbersichtliche Er&ftepläne, die 
von Jedermann schnell geprüft werden können. 

Die Formeln zur Berechnung der örenzwerthe der Spannkräfte 
lauten mit den vorstehenden Bezeichnungen und mit Berücksichtigung 
des Einflusses (iSi == + iS^'X, = + jiZi) einer Erwärmung bezieh. Ab- 
kühlung: ^s=}L[+^P'ii + g{F-F) + X,^ 
^^^ 1 ^8=-\^\—^Ffi + g{F-F)-X;\', 
und bei gleichlangen Feldern: 

- + - 

Es ist darauf zu achten, dass die neben die Einflusslinien zu schreiben- 
den: pi, 2Piri, ^Ft\, F, jF, 2, 2 die absoluten Werthe der frag- 

+ - + - + - 

liehen Grössen vorstellen. 

Aehnlich verfahre man bei mehi-fach statisch unbestimmten Fach- 
werken. Den Massstab für die Einflusslinien (den man für die Gurt- 
kräfte und die Spannkräfte in den FttUungsstäben im allgemeinen ver^ 
schieden annehmen muss) wähle man nicht zu gross, damit man mög- 
lichst viele Ordinaten mit dem Cirkel addiren kann. Bei Bestimmung 

der SPiT) und ^Pi\ beachte man das auf Seite 99 des I. Bandes gesagte. 

+ - 

Bei gleichförmiger Verkehrslast p erhält man (mit der Bezeichnung 



(8) 



,S=lL^gF—qF-X^ 



*) In Band I Seite 95 hatten wir diese Flächeninhalte mit gf, und gfx 
bezeichnet, ziehen aber jetzt die Zeichen J^ und F vor. 

+ - 

**) Es sind dies die in Bd. I, S. 96, mit 2, uad 2^ beseichneten Sommen. 
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wofür man bei gleichlangen Feldern anch setzen darf:"*") 

^s = ii[g\:^ — q\:s — x^' 

Noch sei hervorgehoben, dass es manchmal zweckmässig ist, den 
Einflnss S, der ständigen Belastung nach Ermittelnng von X, gesondert 
mit Hilfe eines Cremona'schen Eräfteplanes zu bestimmen, und im Falle 
gleichförmiger Yerkehrslast die folgenden für alle Träger von unver^ 
änderlicher Gliederung und Stützungsart (Vgl. Seite 6 u. 7) geltenden 
Beziehungen zu benutzen. 

Die Spannkraft ^a»'^ entsteht, wenn die positiven Beitragsstrecken 
mit q, die negativen mit g belastet werden, und die Spannkraft „^^S 
erhält man, wenn man die positiven Beitragsstrecken mit g und die 
negativen mit q belastet. Die Zusammenzählung beider Belastungen 
führt zur gänzlichen Belastung des Trägers mit q-\- g* Hat man nun 
iS^ in der Form 

(5) S, = gCo 

dargestellt, wo Cq den Werth bedeutet, den Sg im Falle g= 1 an- 
nehmen würde, so findet man 

(6) ^8-{^^8=(q + g)Co 

kann also nach Berechnung des einen Grenzwerthes ohne weiteres den 
anderen angeben. 

Ist die Berechnung von ,,^8 ein&cher als die von „^8^ so wird 
man den Einfluss von p in der Form 

(7) ^8,=pC^ 
ermitteln und erhält dann 

(.. i ^S==gCo + pC, 

^' \ ^S=qCo-pC^ 



Probe: ^S+ «*.Ä= (^ + «) C^o- 
Sollte die Berechnung von ,^8 die einfMhere sein, so Sache man 
(9) m^S, = — pC, 

anf, am dann zn erhalten. 

^S = gCo—pC, 



Die Gesetze (6) bis (10) gelten nicht nur für Spannkräfte, sondern 
aaoh fOr die nach festen Biohtangen gebildeten Seitenkräfte von Stützen- 



*) Band 1, Seite 96. 
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widerständen, für Angriffsmomente und Qnerkräfte; sie gestatten in 
vielen Fällen eine wesentliche Abkflrznng der Rechnung. Zu beachten 
ist, dass die nach den Gleichungen (8) und (10) berechneten Grenz- 
werthe 5^ noch um den Einfluss St einer Temperatui^nderung zu ver- 
grössem sind. 



e. Annahmen, behufs Vereinfachung der Berechnung von neu zu entwerfenden 
statisch unbestimmten Trägem. 

74. Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden statisch 
/ unbestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sehr erschwert, 
dass die Grössen X von den vorläufig unbekannten Stabquerschnitten 
I oder — wenn es sich nur um den Einfluss der Belastung »handelt — 
\ von dem gegenseitigen Verhältnisse dieser Querschnitte abhängen. Es 
müssen deshalb im allgemeinen die Querschnittsflächen zunächst ab- 
geschätzt und hierauf an der Hand der Ergebnisse der schärfereu Unter- 
suchung geändert werden. Bei wesentlichen Abweichungen zwischen 
den so erhaltenen und den zuerst angenommenen Querschnitten muss 
die ganze Rechnung wiederholt werden. 

In allen wichtigen Fällen lässt sich nun eine Abkürzung (ohne 
dass die Ergebnisse der Rechnung an Zuverlässigkeit einbüssen) dadurch 
erzielen, dass bei der Berechnung der Grössen X die Formänderungen 
i der Füllungsglieder des statisch bestimmten Hauptsjstems vernachlässigt 
. und hinsichtlich der Gurtungen vereinfachende Annahmen (z. B. Ein- 
führung eines gleichen Querschnitts für die Stäbe einer oder auch beider 
j Gurtungen) gemacht werden. 

^^ Es liege z. B. der in No. 57 untersuchte Fachwerkbogen vor. Be- 
. hufe Bestimmung von X muss für den Zustand X= — 1 , welchem 

die Längenänderungen (Aa)' = -— — entsprechen, ein Williot'schen Ver- 

schiebungsplan gezeichnet werden. Hierbei weise man jedem Füllungs- 
stabe zunächst den Werth (As)' = zu, was zur Folge hat, dass einem 
zwei Knoten i und k verbindenden Wandgliede ik im Verschiebungs- 
plane eine zu ik rechtwinklige Gerade i'k' entspricht, und ferner nehme 

man für alle Gurtstäbe gleich grosse Werthe --— ^ an. Setzt man nun 

(As)' = -S's (anstatt As' =——) so liefert der Verschiebungsplan die 
^F- fachen Knotenpunktsverschiebungen; es bleibt aber die Gleichung 
X= ~, — ^ bestehen, da in Zähler und Nenner die in gleichem 
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Masse vergrösserten Verschiebungen 8'«, nnd 8' eingefllhrt werden. 

Hingegen ist die (einer gleichmässigen Temperaturerhöhung entsprechende) 

&tl zEFtl - 

Formel Xt= 1 -tt- zu. ersetzen durch X, = r-, . Meistens sind 

o 

die Feldweiten annähernd gleich nnd dann empfiehlt es sich, den Werth 

g 
"TTj^ för alle Gnrtstäbe gleich gross anzunehmen und mit (A«)' = 5' 

zu rechnen. Der Einfluss von t ist jetzt: Xt = — ^^ — . Will man 

50 

fÄr die obere und die untere Gurtung verschieden grosse Querschnitte 

F^ und F^ einfähren und einem Obergurt-Stabe den Werth (A«)' = S' 

F 
zuweisen, so muss man für einen Untergurtstab (^s)' = S' —^ an- 

tEFjl 
nehmen und Xf = —, — setzen. Hervorzuheben bleibt aber, dass 

80 

im allgemeinen unter Fo und F^ nicht die mittleren Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung zu verstehen sind und unter 8 nicht eine 
mittlere Stabl&nge, sondern dass häufig die Längenänderungen gewisser 
Stäbe von ganz hervorragendem Einflüsse auf die Formänderung des 
Fachwerkes sind und die Abmessungen dieser Stäbe daher besonders 
ins Gewicht fallen. Erhält z. B. der betrachtete Bogenträger im Scheitel 
eine wesentlich geringere Höhe wie an den Kämpfern, so muss man 
ftlr Fof F. und 8 die Gurtquerschnitte und die Stablänge im Scheitel 
wählen. 

Indem wir hinsichtlich der bei den wichtigsten Fachwerken einzu- 
führenden Annahmen auf den folgenden Abschnitt verweisen, heben wir 
noch hervor, dass die dort bevorzugte Benutzung der Biegungslinien 
den Vortheil bietet, bereits bei Berechnung der Werthe w häufig das 
besondere Gewicht einzelner Stäbe erkennen zu lassen. Ea ist dieser 
Weg nach den Erfi&hrungen des Verfassers unbedingt dann vorzuziehen, 
wenn nnr Lasten gleicher Richtung in Betracht kommen, wenn es sich 
also beispielsweise um den besonders wichtigen Fall lothrechter Lasten 
handelt. 

In der Regel greifen die Lasten P in den Knotenpunkten des 
statisch bestimmten Hauptsjstems an, und dieses Hauptsjstem ist 
meistens ein ein£Etches Dreiecknetz. Werden die Gleichungen (V) auf 
Seite 168 angewendet, so handelt es sich zunächst darum, die den 
Belastnngszuständen X' = — 1 , X" = — 1, . . . entsprechenden Bie- 
gungslinien (8\ h" . , .) dieses Dreiecknetzes zu bestimmen. 

Bezeichnet nun M'^^ das durch die Ursache JT = — 1 hervorge- 
mÜBne Angriffsmoment für den Knotenpunkt fit, so ergiebt sich für den 
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dem Punkte m gegenüberliegenden Gurtstab 8^ die Spannkraft 8 ^ = 

M' 

+ — —, wobei r^ die Länge des Lothes von m auf 8^ bedeutet. Das 

obere Vorzeichen bezieht sich auf die obere, das untere auf die untere 
Gurtung. Das Gewicht w'^ des Knotens m ist (nach No. 47) 



0) 



«>»=■ 



(AO' 



= q:. 



Ä«'»« 



= + 



^m 9m 




und ebenso erhält man für die Zu- 
stände X" = — 1 , Z"' = — t, ... 
die Gewichte 

-Äff» ^m 



Wm 



EF^rJ ' 



Hat E für alle Stäbe denselben 

Werth , so multiplicire man die w*jj 

w'\ . . . mit E, Ausserdem empfiehlt 

'^ sich stets noch die Multiplikation 

Fig. 185. mit einer vorläufig beliebigen Quer- 

schnittsgrOsse F^ (die aber für alle 

w gleich genommen werden muss) womit sich dann 

/«v / -ÄC «m ^c ff M^ 8„ Fe 

(2) •^=^ri-l^„-"^-=-^ -^'•••- 

ergiebt. Legt man diese Gewichte der Berechnung der Ordinaten h\ 
8", . . . der den Zuständen X* = — 1, X" = — 1, . . . entsprechenden 
Biegungslinien zu Grunde, so muss man alle Glieder der Gleichungen V 
(mit Ausnahme der Glieder 2P^8'^, 2P«8«' . . . .) mit EF, multipli- 
ciren. Auch ist zu beachten, dass eine weitere Multiplikation mit v 
erforderlich wird, sobald die Werthe %d\ tr" . . . aus irgend einem Grunde 
mit V multiplicirt werden.*) 

Wendet man diese Regeln beispielsweise auf das einfach statisch 
unbestimmte Fachwerk an, so erhält man zur Berechnung von X die 
Gleichung: 



*) Wäre z. B. das Faohwerk in Fig. 185 ein Paralleltrftger von der HObe 
h, und hätten sämmtliche Gurtstäbe die gleiche Länge X, so wäre -^ = — |-. 

Man würde dann die i^', w'\ , . , . mit v = -r-- multipliciren und einfacher 

F 

w' = M'm -^ u. 8. w. setzen. 

Jem 
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and findet hieraus für den Einflnss einer Last P, für den Einfinss von 
Temperatoränderungen and für den Einflass von Verschiebangen der 
Widerlager der Reihe nach die Werthe: 



(3) 



ir-P *-' ^_ ^EF,^8'ts .^ —EFX 
^ — n.-jj ; A, — ^ , Ajc = 



wo gi = 2Ä'»«4^- 



-eZ^^^H.^^^ UW'^ -; /. 



Diese Gleichangen (2) and (8) werden wir im folgenden Abschnitte 
vorzagsweise anwenden. 

f. Verwerthung von stellvertretenden , aus steifen Gliedern gebildeten StabzUgen. 

76. Bedeutet X die Spannkraft eines Stabes ik, der als über- ^ 

zählig bezeichnet werden darf, durch dessen Beseitigung also das 2;-fach « 1 

statisch unbestimmt angenommene Fachwerk seine Steifigkeit nicht ver- ) (. 
liert, und werden alle Spannkräfte auf die Form "^ 

(1) S=®o — ®'X 

gebracht, unter @o und @' die den Zuständen X=0 und X= — 1 
entsprechenden Werthe von S verstanden, so lautet die Arbeits- 
gleichung für den Zustand X= — 1: 

(2) = S@'Aä, 

wobei Yorausgesetzt wird, dass Bewegungen der Widerlager ausge- 
schlossen sind und die Summe in (2) auch den Stab ik, dem ®'= — 1 
entspricht, umschliesst. Die Einführung von A«=5^p=(@Q — ®'X)p, 
wo p = « : EF, und die Beachtung der Gleichungen (80) auf Seite 27 
liefert den Ausdruck 

in welchem hj die Verschiebung bedeutet, die der Angriffspunkt m 
von Pm im Sinne von P^ erfährt, sobald auf das nunmehr (z — l)fach 
statisch unbestimmte Fachwerk nur die Ursache X = — 1 wirkt.*) 

Auf Grund dieses Gesetzes darf die Einflusslinie für jede Stabkraft 
und — wie ohne weiteres einleuchtet — auch für jeden nach einer 
festen Richtung wirkenden Stützenwiderstand als Biegungslinie (deren 



*) Gleichung 8 hat dieselbe Form wie die früher für das einfach statisch 
unbestimmte Fachwerk aufgestellte Beziehung: X=: -^-o^-; vgl. S. 166 u. 167. 
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Multiplikator in dem hier betrachteten Falle = 1 : S@'*p ist) gedeutet 
werden, wobei nur die Einschränkung besteht, dass das Fachwerk in- 
folge Beseitigung des fraglichen Stabes nicht seine Steifigkeit und in- 
folge Aufhebung des fraglichen Sttttzenwiderstandes nicht seine Stand- 
festigkeit einb üsst.*) Zu beachten ist allerdings, dass die Anwendung 
der Gleichung (3) zur Aufsuchung der X- Linie im allgemeinen unge- 
eignet ist, da sie die Auftragung der Biegungslinie für ein durch die 
Ursache X= — 1 belastetes (z — l)fach statisch unbestimmtes Fach- 
werk erheischt; sie bietet also keinen Ersatz für den früher gewiesenen 
Weg: die Einflusslinien für z passend ausgewählte Grössen X\ X!\ . . . 
mit Hilfe von z Biegungslinien eines statisch hestimtnten Fachwerks zu 
ermitteln und hierauf die Einflusslinien aller übrigen Grössen mittels 
der Gleichgewichtsbedingungen zu gewinnen. 




X i I I ^ I !l J l i ■ ! 



IM. 




Flg. 186. 

Trotzdem kann die in Gleich. (8) ausgesprochene Deutung jeder 
Einflusslinie als Biegungslinie von Vortheil sein, denn sie gestattet eine 
unmittelbare Verwerthung der in No. 51 behandelten Beziehungen zwi- 
schen den vollständigen Verschiebungsplänen und den Biegungslinien — 
Gesetze, die uns bei Beachtung des in No. 52 gelehrten Kunstgriffs 
der Einführung von stellvertretenden steifen Stabzügen in den Stand 
setzen, nach Auftragung der Einflusslinien für eine feste Lastrichtung 
schnell Figuren zu zeichnen, welche auch die Wirkung anders gerich- 
teter Kräfte P bestimmen. 

Zwei Beispiele werden genügen, dieses Verfahren zu erläutern. 
In Figur 186 handelt es sich um die Ermittelung des rechtsseitigen 



♦) Vergl. No. 61. 
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wagerechten StützenwiderBtandes H eines Bogenträgers mit festen Käm- 
pfergelenken. Nach Einschaltang der Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, ... 15 
sei die einer lothrechten Belastung entsprechende Einflnsslinie nach einem 
der früher beschriebenen Verfahren ans der dem Zustande H=^ — 1 
entsprechenden Biegungslinie des aus starren Gliedern bestehenden Stab- 
zuges 0-1-2-3-4- . . .-16 abgeleitet und der besseren Uebersicht wegen 
von einer wagerechten Geraden aus aufgetragen. Zieht man dann durch 
die Punkte 0, 1, 2, . . . der IT- Linie wagerechte Geraden ^o» ^i» ^2» • • • 
wählt in Qq einen beliebigen Pol 0^=0' und zeichnet von O' aus einen 
Linienzug O' l' 2' 3' ... 16', dessen Seiten rechtwinklig zu den ent- 
sprechenden Seiten des Stabzuges 1 2 3 ... 16 sind, und dessen Eck- 
punkte in den Geraden gi, 929 ffzi > > ' liegen, so sind die Polstrahlen 




mg. 187. 

öl', 02', 03', . . . proportional den Verschiebungen, welche die Punkte 
l', 2', 3', . . . infolge des Belastungszustandes iJ= — 1 erfahren, und 
ihre Richtungen stimmen (auch dem Sinne nach) mit den Verschiebungs- 
richtungen überein. Greift also in 2 eine Last Pg an und ist h^ ^^® 
Projektion des Strahles 02' auf die Richtung von P,, so ist der Ein- 
fluss von Pf auf H: 

H = JP^ "2 • 

Fig. 187 zeigt die Einfiusslinie für die Spannkraft V im ünter- 
gurtstabe eines Bogenträgers der eben behandelten Art, setzt aber vor- 
aus, dass die Berechnung des Trägers auf Grund der Annahme starrer Fül- 
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langsglieder dnrchgefülirt werden darf. Bei Bestimmang der einer loih- 
rechten Belastung entsprechenden IT- Linie und der hierans nach No. 78 
abgeleiteten {/-Linie wird dann nur die Einschaltung von zwei Knoten- 
punkten (1 und 9) und von vier starren Stäben erforderlich.*) Der 
Linienzag O' l' 2^ 8' . . . 9' lO' muss sich bei sorgfältiger Ausführung 
der Zeichnung schliessen, weil er als Verschiebungsplan für den Zu- 
stand 17= — 1 aufge&sst werden kann und für diesen BelastungsfaU 
die Punkte und 10 festliegen. Die Lasten P, und P^ in Fig. 187 
erzeugen, wenn die U- Linie einen Multiplikator (t besitzt, 

U=V'(P2'nf + Pi\)' 

§ 6. 

Anwendung der Theorie der Formänderongen auf die 

Berechnong des statisch bestimmten Fachwerks. 

76. Schreibt man einem Stabe i — k eines durch beliebig gerich- 
tete Lasten P beanspruchten, statisch bestimmten Fachwerks eine ver- 
schwindend kleine, willkürliche Lftngenftnderung A« zu, ermittelt die 
hierdurch bedingten Verschiebungen der Knotenpunkte und wendet auf 
diesen gedachten Bewegungszustand das Gesetz der virtuellen Verschie- 
bungen an, so erhält man die Beziehung: 

(1) 5Ä7=SP5, 

in welcher S die von den P hervorgerufene Spannkraft des fraglichen 
Stabes und 5 die Projektion der Verschiebung des Angriffspunktes von 
P auf die Richtung von P bedeutet. Wählt man A« = 1,**) so wird 

s=:sph. 

Soll auf diesem Wege die nach einer festen Richtung wirkende 
Seitenkraft C eines Stützenwiderstandes berechnet werden, so wird die 
Beweglichkeit des Fachwerks durch Beseitigung der jenem Widerstände 
entsprechenden Auflagerbedingung herbeigefühi-t. Auch kann man sich 
den fraglichen Stützpunkt in der Richtung von C mit einem ausser- 
halb des Fachwerks gelegenen festen Punkte durch einen Stab ver- 
bunden denken und diesem Auflagerstabe eine willkürliche verschwin- 
dend kleine Längenänderung zuschreiben; man erreicht dann, dass alle 
zu lösenden Aufgaben dieselbe Form annehmen. 



*) Kommen lothrechte Füllungsstäbe vor, so beachte man die LOenng der 
Aufgabe 4 auf Seite 136. 

**) Hier ist 1 die Einheit der in aasserordentlicher VeigrOsserong dana- 
stellenden, aber verschwindend klein zu denkenden VeiBchiebangen. 
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Die Oleichnng (1) stellt einen besonderen Fall der in der Einlei- 
tung auf Seite 11 bewiesenen Formel (18) dar und wurde auch bereits 
im L Bande in anderer Gestalt auf kinematischem Wege aus einer all- 
gemeinen Momentengleichung gewonnen.'*') Bei Anwendung derselben 
handelt es sich stets darum, den Geschwindigkeits- oder Verschiebungs- 
zustand derjenigen zwangläufigen kinematischen Kette darzustellen, in 
welche das statisch bestimmte Fachwerk infolge Beseitigung des Stabes 
ik übergeht, eine Aufgabe, welche im I. Bande mit den Hil&mitteln 
gelöst wurde: 

1. Benutzung der um 90° gedrehten Geschwindigkeiten (an deren 
Stelle auch die ihnen proportionalen verschwindend kleinen Ver- 
schiebungen treten können, sobald nur vorausgesetzt wird, dass 
die ganze Bewegung in demselben Zeittheilchen vor sich geht), 

2. Polbestimmungen. 

Hierzu treten jetzt als neue Hil£9mittel: 

a. der TPiZ/iof^sche Verschiebungsplan (nach § 1), 

b. das Stabzugverfähren (nach § 2 mit besonderer Beachtung von 
• No. 52 und 76), 

c. das Seüpdygon (nach § 8). 

Eine Reihe von Angaben möge die Anwendung der uns nunmehr 
zur Verfügung stehenden Ver&hren zeigen. 

!• Aufgabe* Der in Fig. 188 abgebildete statisch bestimmte 
Fachwerkbalken sei mit Ejräfben P beliebiger Richtung belastet. Ge- 
sucht sei die Spannkraft D in dem Schrägstabe 4 — 7. 

Wir verwandeln das steife Fachwerk durch Beseitigung des Stabes 
4 — 7 in eine zwangläufige kinematische Kette, deren schraffirten starren 
Theil wir vorläufig als ruhend betrachten, schreiben dem Punkte 4 in 
der Richtung 7 — 4 die Verschiebung Aa = 1 zu und bestimmen die 
Verrückungen der Knotenpunkte 4, 8, 2, 1 nach dem Verfahren von 
Williot. Dazu tragen wir von einem angenommenen Pole aus die 
Strecke 0(4) = Ä«=1 parallel zu 7 — 4 auf, ziehen 6'— 4'**)_L6— 4, 
femer (4)4' J_ 0(4) und erhalten in dem Polstrahle 04' nach Grösse, 
Richtung und Sinn die Verschiebung des Punktes 4. Nun legen wir 

Punkt 3' fest mittels 4'— 3'1.4 — 8 und 5'— 8'X5 — 8 
„ 2' „ „ 4'-2'J.4-2 „ 5'-2'X5~2 
„ 1' » ,, 2'-l'_L2 — 1 „ 8'-r_L8— 1. 



*) Die Uebereinstimmnng jener Momentengleichung mit dem Gesetze der 
yirtnellen Verschiebungen ist aiüf 8. 211 n. 212 (Band I) ausgesprochen worden. 
**) Die Punkte 5', 6', 7', ... 12' fallen, da sie rahenden Knotenpunkten 
entsprechen, mit dem Pole zosammen. 

Mäller-BresUn, Onphisohe Stetig U. 13 
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Schliesslich drehen wir das Fachwerk nm das feste Auflagergelenk 12, 
damit die Auflagerhedingung bei 1 erfüllt werde. Die der Fachwerks- 
figur ähnliche Figur l" 2" 8" . . . ., deren nach hin weisende Pol- 
strahlen (nach Seite 61) die Enotenpunktverschiebungen in Folge dieser 
zweiten Bewegung darstellen, ist bestimmt durch die Bedingungen: Es 
muss 12" mit 12' zusammenfallen, weil 12 in Buhe bleibt, es muss 
12" — l"J_12 — 1 sein, und es muss l" auf der Wagerechten durch 
l' liegen, weil das Gelenk 1 in einer Wagerechten geführt wird. 

Handelt es sich nun um den Einfluss der Lasten P^ und Pg, so 
bestimmen wir die Projektionen h^ und 5g der Verschiebungen \" — 4' 




ng. 188. 

und 8" — 8' auf die Richtungen von P^ beziehw. Pg und erhalten mit 
Berücksichtigung der Vorzeichen 

1> = -P^5, + Pg8g. 

In Fig. 188^ ist noch die Einflussfläche ftir die lothrechte Belas- 
tungsrichtung unter der Voraussetzung oben angreifender P gezeich- 
net worden. Die Punkte 1, 2, 4, 6 . . . liegen auf den Wagerechten 
durch l', 2', 4', 6', . . . Der auf die Wagerechte durch Q bezogene 
Linienzug 1 — 2 — 4 — 6 giebt die lothrechten Verschiebungen der oberen 
Gurtung für den Fall an, dass der schraffirte Theil des Fachwerks ruht 
und die Ordinaten der Geraden 1 — 12 liefern die lothrechten Ver- 
achiebungen in Folge Drehung des ganzen Fachwerks um Knotenpunkt 
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12. (Vergl. Band I, Seite 220 nnd 221). Wird nur diese Einflnss- 
fläche verlangt, so braucht die Figur l" 2" ... 12" nicht gezeichnet 
zu werden. 

Zur üebnng untersache man in gleicher Weise die Spannkräfte in den 
Gnrtnngen und die Spannkraft der Mittelvertikalen. Auch vertansche man in 
Fig. 188 die beiden Auflager. 

2» A.uf gelbem Gesucht ist die einer lothrechten Belastung ent- 
sprechende Einflusslinie für die Spannkraft V des Stabes 7 — 8 des in 
Fig. 189 abgebildeten statisch bestimmten Doppelfachwerks. 

Der starre schraffirte Theil wird zunächst ruhend gedacht, und 
dem Stabe 8 — 7 die Längenänderung A«==l zugeschrieben; dieselbe 




n«. 189. 

erzeugt, da Stab 7 — 9 wagereoht ist, eine lothrechte Verschiebung lvon 
7 um Ö7^ = A« = 1. Die Punkte 5', 4', 8', 2', T, O' des Verschie- 
bungsplanes werden der Reihe nach bestimmt mittels: 

6'— 5'J_6 — 5 und 7'— 5'J_7 — 5; 

6'— 4'_L6— 4 und 7'— 4'JL7— 4; 

5'— 8'JL5— 8 und 4'— 8'JL4 — f 

5'— 2'_L5— 2 und 8'— 2'J_B — S 

2'— l'_L2 — 1 und 4'— l'JL4— 1; 

1'— 0'_Ll — ™d 8'— 0'J_8— 0. 
schliesslich wird die in der Figur 189^ durch Schraffirung her- 
vorgehobene Biegungsfläche gezeichnet; sie liefert F'=2Pt). Bei Auf- 
treten schräger Kräfte wäre noch (wie bei Lösung der Aufgabe 1) die 
Figur O" l" 2" 8" . . . einzutragen. Die Lage des beweglichen Auf- 
lagers ist dann nicht mehr gleichgültig. 

18* 
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Es wird dem Leser die üntersachung einer Diagonale und eines Gurir 
Rtabes empfohlen. Bei der Berechnung eines vollständigen Fachwerks beachte 
man die zwischen den Stabkräften bestehenden Beziehungen, welche stets su 
Vereinfachungen führen. Vergl. Band I Seite 223 bis 226; auch No. 72 des 
vorliegenden Bandes. 

3. Aufgabe. Gesucht ist die Spannkraft V im Stabe % — k eines 
von beliebig gerichteten Ejräften P^ ergriffenen Dreigelenk -Bogens, 
Fig. 190. 

Da sich die Drehpole der zwanglänfigen kinematischen Kette, in 
welche das Fachwerk nach Wegnahm^ des Stabes i — k übergeht, im 




Wg 190. 

vorliegenden Falle sehr schnell bestimmen lassen, so bereitet es keine 
Schwierigkeiten, die Verschiebungen sofort nnter Berücksichtigung der 
wirklichen Anflagerbedingungen zu ermitteln. Jene Kette besteht ans 
den drei starren Scheiben J, U^ III und ans den Gurtstftben und U, 
Die Pole ^^ und $5 von / und J77 fidlen mit den Kämpfergelenken a 
nnd h zusammen nnd der Pol $2 ^<'^ ^^ ^^^ (nach Band I, Seite 227) 
der Schnittpunkt der Geraden hc mit der Geraden, welche das Gelenk 
a und den Treffpunkt der Gurtstäbe und U verbindet. 

Schreiben wir nun dem Punkte d der Scheibe II eine beliebig grosse 
Verschiebung zu, die aber rechtwinklig zu der Geraden sein muss, 
welche den Punkt d mit dem Pole $2 der Scheibe U verbindet, und 
die in Fig. 190^ durch den Strahl Od' dargestellt ist, so erhalten wir 
den irgend einem anderen Punkte m von // entsprechenden Punkt m', 
indem wir Om' j^^^^ ^^^ d'tn'J^tfm ziehen, wodurch dann die der 
Scheibenflgur // ähnliche Figur II' bestimmt ist. Die Figur Ilt ist 
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jetzt durch den Punkt c nnd den mit zusammenfedlenden Pnnkt }> 
bestimmt, ferner die Figur t durch den mit sich deckenden Punkt 
a und die Bedingungen: a'A;'_J_aÄ:, d'h' \_dlc^ worauf die Zeichnung 
mittels der Bedingung \W\_iJi geprüft werden kann. Die Projektion 
to^o ^<^^ ^*^' ^^^ ^^^ Bichtung von V bestimmt nun die gegenseitige 
Verschiebung A^ des Punktepaares », lc\ sie ist in Fig. 190^ positiv, 
weil f'o oberhalb h^ liegt entsprechend i oberhalb A;, und es besteht da- 
her zwischen den Kräften V und P die Beziehung: + FAä = SP8, 
so dass man z. B. für den Einfluss der Last P« (der ein negatives 5^ 
entspricht) den Werth 

K 

erhält. 

Dem Leser wird empfohlen, noch die Drehpole der beiden Stäbe und 
U zn bestimmen und hieraus Proben für die Beurtheilung des Yerschiebungs- 
planes abzuleiten; auch mOge er selbst versuchen, diesen Plan für A« = 1 zu 
zeichnen. Sodann empfiehlt sich zur üebung die Untersuchung der Spannkräfte 
in einer Diagonale und in einem Gurtstabe. 



F= — P. 



jjftj^ 



...--^^> 




Fig. 191. 



4. Aufgabe. Der in Fig. 191 dargestellte, statisch bestimmte 
durchgehende Balken besitzt ein festes und zwei auf wagerechter Bahn 
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bewegliche Anflagergelenke. Es soll die Einflnsslinie für die Spann- 
kraft D im 8tabe ab gezeichnet werden. Die Lasten greifen oben an 
und sind lothrecht. 

Die zwangläufige kinematische Kette, welche man nach Wegnahme 
des Stabes ah erhält, besteht aus den starren Scheiben J, Ui, IV und 
ans 4 Stäben, von denen wir ah nnd df besonders hervorheben und 
mit II und V bezeichnen wollen. Die gesuchte Einflusslinie wird von 
den Geraden l\ iT, /iT, IV' gebildet, welche den Kettengliedern J, IIj 
III, IV, entsprechen und deren Nullpunkte in den Lothrechten durch 
die Drehpole (/), (11), (HI), (IV) jener Glieder liegen. Durch diese 
Bedingung ist die Gestalt der Einflusslinie bestimmt. Fol (IV) fUllt mit 
B zusammen; (V) liegt in der Senkrechten durch f, weil Punkt f wage- 
recht geführt ist, femer in der Geraden Bd, weil d der Pol IV • V 
von IV gegen V ist und die 3 Pole (TV), IV - V und (V) in dieselbe 
Gerade fallen. Der Pol von III gegen V ist durch den unendlich 
fernen Schnittpunkt der Seiten cd und ef des Gelenkvierecks cdfe be- 
stimmt und (///) liegt im Treffpunkte der Verbindungsgeraden (IV) c 
und (V) — III' V*) Jetzt findet man im Schnittpunkte von ah und 
ih den Pol I'III und hierauf (I) mittels der Bedingungen, dass (/) 
in der Senkrechten durch A und in der Geraden (I) — 1*111 liegen 
muss, und schliesslich erhält man (11) als Schnittpunkt der Geraden (I) 
a und (III) h. 

Hat man auf diese Weise die Einflusslinie, deren eine Ordinate 
willkürlich gewählt sei, gefunden, so bestimme man die den Endpunkten 
a, b des fraglichen Stabes entsprechenden Punkte a^, bQ der Geraden / 
bezw. III', nehme in der Nulllinie einen Verschiebungs-Pol an, und 
ziehe Oa'J_(I)a und Ob' I (Ill)b bis zu den Wagerechten durch a^ 
bezw. bQ. Es geben dann die Strecken Oa' und Ob' die der gezeich- 
neten Einflusslinie entsprechenden Verschiebungen der Punkte a' und b' 
an und die Projektion von a'b' auf eine Parallele zu ab die Aenderung 
äkS der Stablänge a5, und man erhält nun bei positivem A«: 

A« 

I^Eine andere Darstellungsweise der D- Fläche stützt sich auf den 
umstand, dass die Spannkraft D in Folge rechts vom £[noten h üegen- 



*) Man beachte dass e, a, h beziehungsweise die Pole von III gegen IV, 
von II gegen I und von II gegen III sind und dass es sich um die wieder- 
holte Anwendung des Satzes handelt: Drehen sich zwei Glieder A, B gegen 
ein festgestelltes Glied C um die Pole (AC) bezw. (BC) und ist (AB) der Pol 
von A gegen B, so liegen die Pole (AC) (BC) (AB) in einer Geraden. Die 
Doppelziffem haben wir in Fig. 191 möglichst vermieden. 
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der Lasten proportional dem Sttitzenwiderstande A ist, und dass man 
daher die D- Fläche auch bestimmen kann, indem man die Ordinate 
AA' der Geraden Ilt gleich der Spannkraft macht, welche im Stabe 
ah durch eine Auflagerkraft A=l erzeugt wird. Es gilt dann die 
Oleichung 2> = 2Ptj, und es muss sich die zur Probe einzutragende 
Projektion A^ von ah' auf die Richtung von D gleich 1 herausstellen. 
Ferner muss (nach Band I, Seite 238) die Strecke a^a^ gleich der 
Spannkraft [i>] sein, welche man durch Zerlegung einer in a angreifend 
gedachten P= 1 nach den Richtungen der Stäbe ah und ah erhält. 
Femer verdient hervorgehoben zu werden, dass der links vom Null- 
punkte N gelegene Theil der D- Fläche mit der D- Fläche eines ein- 
fachen Balkens von der Stützweite AN übereinstimmt. 

Sehr lehrreiche üebungsaufgaben liefert die Anwendang der eben ge- 
zeigten Verfahren auf ähnlich ausgebildete Balken mit mehreren Oeffnungen. 
Die Figuren 192 bis 194 zeigen verschiedene Anordnungen, die sich nur durch 
die Gestalt der Gurtungen und die Lage der von den Mittelstützen ausgehen- 
den Schrägstäbe, welche letztere auch nach Figur 195 durch gleichw^hige 
schräge Lager ersetzt werden dürfen, von einander unterscheiden. Zu be- 
achten ist, dass, falls nur lothrechte Lasten auftreten, es gleichgültig bleibt, 
welches Auflagergelenk das feste ist, weshalb es sich empfiehlt, in jedem ein- 
zelnen Falle eine zu möglichst einfachen Polbestimmungen führende Annahme 
zu machen. Würde man z. B. in Fig. 191 das Gelenk C als fest betrachten 

Pig. 192. 11 

IN» lOi 




Flg. 193. 

und f dafür B wagerecht geführt annehmen, so 
würde sich der Pol von IV, den wir jetzt mit 
(IV)' bezeichnen wollen, als Schnittpunkt der Fig. 195. 

Geraden fd mit der Senkrechten durch B ergeben 

und (///)' als Schnittpunkt der Geraden (IV)\c und fe\ und j dieser Punkt 
(Ui)' würde in der Lothrechten durch (III) liegen, mitliin denselben Null- 
punkt N liefern. Das gleiche gilt von (II)' (dessen Aufsuchung wir dem Leser 
überlassen), so dass aus dieser Zulässigkeit der Yertauschung der Lager auch 
eine ganze Reihe von Zeichnungsproben hergeleitet werden können. Aber 
selbst beim Auftreten schräg gerichteter Lasten erzielt man häufig Verein- 
fachungen, wenn man zunächst die Einflusslinien für die lothrechte Richtung 
zeichnet, hierbei den Yortheil der Auflagervertauschung ausnutzt und schliess- 
lich aus den Einflusslinien nach dem in Fig. 191» durch die Eintragung der 
Strahlen Oa und Oh' gezeigten Verfahren (natürlich jetzt mit Berücksichtigung 
der wirklichen Auflagerbedingungen) die Williot*schen Figuren entwickelt. 
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Der Verfasser hat bereits 
im ersten Bande der graplii- 
sehen Statik (Seite 23S u. 234), 
desgleichen im Jahrgange 1887 
(Ü) der Schweizerischen Bau- 
zeitong (Seite 180) die hier vor- 
geführte neue Art statisch be- 
stimmter Balken veröffentlicht, 
in der letztangezogenen Quelle 
auch eine ähnliche Anordnung 
für Bogentrftger mit mehreren Oeffnungen (Fig. 196). Fast volle zwei Jahre 
nach jener Mittheilung ist Herrn Regierungsbaumeister Offermann in Berlin 
die Stützung nach Fig. 195 in Deutschland patentirt worden, obgleich Pendel- 
stützen und Gleitlager im Brückenbau l&ngst als gleichartige Stützungen gelten. 

3. Aufgabe. Es sei die Einflnsslinie für die Spannkraft V im 
Stabe 8 — 4 des in Fig. 197 abgebildeten einfachen Balkens unter 
Voranssetzung lothrechter Belastong nach einem der im I. Bande an- 



Fig. 196. 




Flg. m. 

gegebenen Verfahren gezeichnet worden; sie besteht aus den drei Ge- 
raden — 2, 2 — 4, 4 — 11 oder den drei Geraden — 3, 3 — 5, 5 — 11 
je nachdem die über den Träger wandernde Lasteinheit an der oberen 
oder an der unteren Gurtung wirkt. Gesucht sei der Einfluss schräger, 
oben sowohl als unten angreifender Lasten. 

Man zeichne von einem beliebigen, in der wagerecht gewählten 
Nulllinie — 11 angenommenen Pole O' aus, die aus Geraden bestehen- 
den Linienzüge O'— 2'— 4'— 6'— 8'— lO'—ll' und 0'— r— 3'— 5' 
— l' — 9' — ll', welche der oberen bezw. unteren Gurtung entsprechen, 
so zwar, dass O'— 2' J_Stab 0—2, 2'— 4'_L2— 4 . . ., O'— l'J_0 — 1, 
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l' — 8'J_1 — 3, .... ist, und ciass femer die Punkte l', 2', 3', . . . 
auf den Wagerechten durch die entsprechenden Funkte 1, 2, 3, . . . . 
der Einflusslinie liegen. Dann sind (nach No. 51 u. 52) die yon O' aus 
nach den Punkten 1, 2, . . . gezogenen Strahlen proportional den Verschie- 
bungen, welche die Knoten 1, 2, . . . der zwangläufigen Kette erfahren, 
in welche das Fachwerk in Folge Wegnahme des Stabes 3 — 4 über- 
geht. Ist 87 die (hier negative) Projektion von O' f auf die Bichtung 
.von P7, so ist der Einfluss von P,: 

Man vergleiche auch die Untersuchung in No. 76.*) 

Fig. 197^ kann natürlich auch als Williot'scher Verschiebungsplan 
der aus zwei stanren Scheiben und zwei Stäben bestehenden kinema- 
tischen Kette erhalten werden, und endlich ISsst sich Figur 197^ noch 
mittels einer einfachen statischen Untersuchung bestimmen. Es steUt 
z. B. der Polstrahl 0'3' diejenige Spannkraft V vor, welche im Stabe 
3 — 4 entsteht, sobald auf das Fachwerk nur eine im Knoten 3 an- 
greifende Last wirkt y deren Bichtung rechtwinklig zur Verbindungs- 
geraden der Knotenpunkte und 3 ist. Durch diese Spannkraft, die 
auf irgend einem Wege festgestellt wird, ist die Figur O' — l' — 3' — 2' 
vollständig bestimmt. Nun zieht man 2' — 4'_j_2 — 4 bis zu einer 
Wagerechten, die von 3' den senkrechten Abstand Eins hat, hierauf 
4' — 5' _J_ 4 — 5 und 3' — 5' JL 3 — 5 , und schliesslich zeichnet man die 
Figur 4'— 5'— 7'— 9'— 11'— 10'— 8'— 6'— 4'. Punkt ll' muss (bei 
sorgftltiger Sicichnung) in die Wagerechte durch O' fallen.**) 

6. Aufgabe. Nach dem in der vorigen Aufgabe angewanidten 
VerfieJiren ist in Figur 198 der Einfluss schräger Lasten auf die Spann- 
kraft des Obergurtstabes 1 — 3 des Versteifungsfächwerks eines Oe- 
lenkbogens untersucht worden, indem zuerst die Einflusslinie für die 
lothrechte Belastung auf die im I. Bande § 52 angegebene Weise ge- 
zeichnet wurde. Der dem fraglichen Stabe gegenüberliegende Knoten- 
punkt 4 liegt im Abstände h unterhalb der die Auflagergelenke ver- 
bindenden Geraden, und es wurde daher das Mass h vom entsprechen- 
den Bogenpunkt h aus nach oben angetragen, hierauf durch und den 
Endpunkt der Strecke h eine Gerade gelegt, welche die Verbindungs- 
linie 14 — c in E, trifft Lothrecht unter E liegt der Nullpunkt der 



*) Für die Projektion der Strecke 8'— 4' auf die Richtung des Stabes 
3 — 4 mu88 sich der Werth A« = l ergeben. Dass der gegenseitige Abstand 
der Punkte 3 und 4 der Einflusslinien gleich 1 ist, erhellt auch aus der Unter- 
suchung auf Seite 888 des L Bandes. 

**) Zur Herleitung von Fig. 197^ aus 197» genügt schon die Bestimmung 
des Vierecks 2' 3' 4' 5'. 
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Emflnsslinie, welche ans drei Geraden besteht, deren mittelst^ anf der 

X 

Senkrechten durch die Strecke 1 — abschneidet, wo r das Loth von 

r 

4 anf bedeutet. Diese Einflusslinie gilt für oben und unten an- 
greifende Lasten und kann nun zur Bestimmung der Figur 198^ be- 
nutzt werden. ist der in der Nulllinie angenommene Pol. 14' fällt 




mit zusammen. Sollen nur die unten angreifenden Lasten berück- 
sichtigt werden, so genügt es den der unteren Gurtung entsprechenden 
Linienzug 14' 18' ll' 9' 7' 6' 4' 2' O' einzuzeichnen. | Der ^Einfluss von 
Pii auf ist z. B. 

Der Verfasser empfiehlt, dieses Verfahren zur üebang auch auf Gerber *8che 
Balken, Dreigelenkbögen und versteifte Kettenbrücken anzuwenden; man wird 
finden, dass es in sehr vielen iUUen zweckmässig ist, behufs Beurtheilung der 
Wirkung schräger Lasten von den Einflusslinien für die lothrechte Belastung 
auszugehen. 

7. Aufgabe* Es soll die Einflusslinie für die Spannkraft D« 
der rechtssteigenden Diagonale (w — 1) — m eines einfachen Balkens 
mit Hilfe eines Seilpolygons bestimmt werden, Fig. 199. Die Lasten sind 
lothrecht. 

Der Länge d^ des fraglichen Stabes schreibe man die Aenderung 
Ac;^= 1 zu, berechne (nach Seite 105) die Gewichte 
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tt^«_ t = 1 ^^ = , und IT« = -— ^ = T , 

zeichne mit der Polweite 1 das Seilpoljgon I II III und trage die 
Schlnsslinie AB ein. Greifen die Lasten, oben an, so ziehe man noch 
die dem Felde (m — 2) — m entsprechende Gerade CEj um in der 
schraf&rten Fläche der Figur 199^ die gesuchte Einflnssfläche zu erhalten. 
Da nun das in Figur 199^ mit EFH bezeichnete Dreieck dem 
schraffirten Dreiecke der Fig. 199^ ähnlich ist, so folgt 

strecke ^=„...^ = ^=i?^^ = ^ 
und ebenso erhält man: 

Strecke FÖ = -~-. 

Mit Hilfe dieser beiden Strecken kann man die Einfiussfläche be- 
stimmen, ohne das Eräffcepoljgon zu zeichnen. Auch kommt man mit 




w-/->l 



Flg. 199. 



einer der Strecken aus, wenn man die im I. Bande, Seite 287, gezeigte 
Ermittlung des Nullpunktes N zu Hilfe nimmt, welche in Fig. 199 
für den Fall oben angreifender Lasten eingetragen worden ist. 

Zerlegt man die Lasteinheit nach den Bichtungen 0«».i und D^ 
und bezeichnet den absoluten Werth der zu D^ parallelen Seitenkraft 
mit [D], so findet man aus der Aehnlichkeit des Eräftedreiecks mit 
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dem im Trftgemetz schraffirten Dreiecke: 

und überzeugt sich, dass Strecke EF=[D] ist, ein Gesetz, welches 
bereits im I. Bande auf anderem Wege gewonnen wnrde. Ebenso 
weist man nach, dass Strecke GH==[D'] ist, wobei [D'] durch Zer- 
legung von P= 1 nach den Richtungen D«, und U^ gewonnen wird. 

Zur üebnng zeichne der Leser nach diesem Verfahren auch die Einflnss- 
linie für einen lothrecht stehenden Füllungsstab. Dass sich die Einflusslinien 
für den Gerber*schen Balken, den Dreigelenkbogen und die versteiften Ketten 
und Gelenkbögen aus den Linien für den einfachen Balken ableiten lassen, 
ist im I. Bande erörtert worden. 

Zu einer sehr einfachen Darstellung der Einfiusslinie für die Spann- 
kraft D im Pttllungsstabe F^ F (vergl. Fig. 200, welche oben angrei- 
fende Belastung voraussetzt) gelangt man auch, wenn man diese Linie als 

Seilpolygon der Gewichte m?i = A (a + ß) und «^j == Ay auffasst, wo- 




Fig. 200. 

bei A(a -\- ß) und Ay die durch die Aenderung Ae7 = 1 der Stablänge 

d = Fj^F bedingten Winkelftndemngen bedeuten. Man erhält (nach 

Gleich. 1, Seite 90) 

Ad / \ 1 

w^ = Ay = -y- (^cotg ß -f cotg 8J = — 

M?* = Aa + Ap= r-cotgs — ootgo = 

d d r^ 

wo (nach Ziehen von F^ T || F^F) r^ und r^ die Längen der von den 
Punkten F^ bezw. T auf den Stab F^F gefällten Lothe sind. Die frag- 
liche Einflusslinie besteht aus den Geraden /, //, I//, entsprechend 
den Gliedern J, /J, IIL Auf einer Senkrechten, welche von L^ den 



Digitized by VjOOQ IC 



Literatur zum 1. Abechidtt. 205 

Abstand r, hat, schneiden die Seiten //' und /// die Strecke RS 

r« 
= tt?j-=r ab, wenn H die Polweite des Seilpolygons bedeutet. Da 

nun IT = 1 ist, so ergiebt sich R8=l nnd ebenso folgt, dass I' nnd 
iT anf einer Senkrechten im Abstände r^ von Lj^ die Strecke 1 ab- 
schneiden müssen. Hiemach lässt sich die Einfiasslinie sehr schnell 
zeichnen. Man nehme II' beliebig an und bestimme /' und II' mit 
Hilfe jener beiden Senkrechten. 

Wir empfehlen dem Leser, in gleicher Weise auch den Fall unten an- 
greifender Belastung zu behandeln. 



Literatur zum L Abschnitt. 



1. Mohr, Beitrag zur Theorie des Fachwerhe, Zeitschr. d. Arch. u. Ing. Ver. 
zu Hannover 1875. S. 17. Hier wird zum ersten Male die Biegungelinie 
des Fachwerks als Seilpolygon behandelt. 

2. Williot, Notations pratiques sur la statique graphique, Publications scien- 
tifiques industrielles, 1877; enthält die Begründung der von uns als das 
Williot*sche Verfahren bezeichneten Darstellungsweise der Verschiebungen. 

3. Herzmansky, Durchbiegung eiserner Faehtoerke, Zeitschr. d. österr. Lag. 
u. Arch. Ver. 1878, S. 185—189. 

4. Steiner, F., Studien Ober Fachwerke, Techn. Blätter 1880. S. 134. Unter 
anderem wird die lothrechte Biegungslinie einer wagerechten Gurtung als 
Seilpolygon der Winkeländerungen A^ dargestellt. 

5. Skibinaki, Das Deformationspolygon und dessen Anwendung zur graphi- 
schen Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke, Zeitschr. d. Qsterr. Lig. 
u. Arch. Ver. 1883, S. 28. 

6. Mohr, Beitrag zur Theorie des Fachwerks, Civilingenieur 1885. 

7. Malier -Breslau, Beitrag zur Theorie des Fachwerks, Zeitschr. d. Arch. 
u. lug. Ver. zu Hannover, 1885. Berechnung der Gewichte w auf die im 
§ 8 des vorliegenden Buches gezeigte Weise und Benutzung der Biegungs- 
linien zur Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke. 

8. MtUler -Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 1886. Die 
§§5 — 11 behandeln die Darstellung und Verwerthung der Biegungslinien. 

9. Mflller-Breslau, Beitrag zur Theorie der ebenen Träger, Schweiz. Bauz. 
1887 Band IX, S. 121; Band X, S. 129 und 1888, Bd. XI, S. 45. In diesen 
Aufsätzen, welche sich mit statisch bestimmten Trägem beschäftigen (vgl. 
§ 6 des vorliegenden Buches) wird zum ersten Male auf die Darstellung 
der Verschiebungen (u. Geschwindigkeiten) kinematischer Ketten mittels 
des Williot'schen Verfahrens hingewiesen. 

10. Mohr, Veber Geschwindigkeitspläne und Besehleunigungspläne, Civilinge- 
nieur 1887. Zeigt die Anwendung des Williot'schen Verfahrens auf die 
Darstellung der Geschwindigkeiten und schliesslich auch der Beschleuni- 
gungen kinematischer Ketten. 
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11. Hflller-BreBlaii, Berechnung etatiech bestimmter ebener Träger mit Hilfe 
der geometrischen Bewegungslehre, Zeitschr. d. Arch. u. Ing. Ver. za Han- 
nover 1888. 8. 91. Zeigt n. A. die Berechnung der Fachwerke mit Hilfe 
▼on Williot*8chen Venchiebangsplänen. 

12. Ovazsa, Sul calcolo deüe deformazioni dei sistemi articoloH, Atti della 
Academia delle Science di Torino, vol. XXHI, 1888. 

18. Orazza, Sul calcolo delle freecie elastiee deUe trapt reticolari, Atti della 
Academia delle Scienzi di Torino, vol. XXIH, 1888. 

14. Hmier- Breslau, Beitrag zur Theorie der ebenen, elastischen Träger, 
Zeitschr. d. Arch. n. Ing. Ver. zu Hannover, 1888, S. 605. EmfÜhrang des 
Stabzugverfahrens; vergl. § 2 des vorliegenden Baches. 

15. Land, Kinematische Theorie der statisch bestimmten Träger, Zeitschr. d. 
Osterr. Ing. n. Arch. Ver. 1888, S. 11 u. 162 stützt sich hauptsächlich auf 
die Anwendung der Williot*schen Verschiebungspläne kinematischer Ket- 
ten. Ein Anhang beschäftigt sich mit den Biegungslinien elastischer Stab- 
zfige; dabei ist die Ersetzung der elastischen Gebilde durch Gliederketten 
aus starren Scheiben beachtenswerth. Diese Umwandlung verdankt ähn- 
lichen Gründen ihre Entstehung wie der von uns in No. 52 Seite 131 des 
vorliegenden Buches eingeführte stellvertretende Stabzug; während aber 
die Form dieses Stabzuges einmal angenommen und dann für alle Be- 
lastungs^ustände beibehalten wird (was namentlich für die Anwendungen 
in No. 75 sehr wichtig ist), ändert die von Land benutzte Gliederkette 
mit wechselnder Belastung ihre Gestalt. 

16. HflUer-Breslaa, Beiträge zur Theorie der ebenen, elastischen Träger, 
Centralblatt der Bauverwaltung, 1889, zeigt a. a. die auf Seite 158—163 
des vorlieg. Buches angegebenen Umformungen der Elasticitätsgleichungen. 
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n. Abschmti 

Formeln y Begeln nnd Beispiele für die Berechnimg 
der wichtigsten statisch unbestimmten Fachwerke. 

Mit Hilfe der im § 5 enthaltenen Untersuchungen lässt sich die 
Berechnung jedes ebenen statisch unbestimmten Fachwerks, das durch 
Kräfte Yon beliebiger Richtung beansprucht wird, durchführen. Zweck 
des Yorliegenden Abschnitts ist es nun, die aus jenen allgemeinen Be- 
trachtungen für die wichtigsten Tr&gerarten und für den Fall hthreckter 
Loa/^n sich ergebenden Formeln und Begeln in solcher Weise zusam- 
menzustellen und zu erläutern, dass sie auch yon denjenigen ausüben- 
den Ingenieuren bequem benutzt werden können, denen es an Zeit fehlt, 
sich die allgemeine Theorie des Fachwerks anzueignen. Dabei scU van 
aUen die Rechnung vereinfachenden Annahmen, soweit dieselben ziüäesig 
sind, Gebrauch gemacht, und der Werth der angenäherten Theorie 
durch vergleichende Zahlenrechnungen geprüft werden. 

§7. 
Der Bogen mit zwei Gelenken. 

a. Bettimmung des Horizontaitchubt. 

77. AUgemeines Verfiahren. Wirkt auf einen Fachwerkbogen 
mit 2 Eämpfergelenken und ohne Scheitelgelenk eine Einzellast P in 
den Abständen a und h yon den Auflagerlothrechten (Fig. 201), so ent- 
stehen Stützenwiderstände , deren jede sich in eine lothrechte Seitenkraft 
Ä bezieh. B und in eine Seitenkraft H' nach der Richtung der Schluss- 
linie AB zerlegen lässt. Die wagerechte Seitenkraft yon H' (d. i. der 
Harizonialschub) ist 

H=H' oosa, 
wobei a den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet. 
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Die Kräfte Ä und B stimmen mit den AnflagerwidersiAnden eines 
einfachen Balkens überein nnd sind 



A = 



Die statisch nicht bestimmbare Kraft H ist von den Lftngenände- 
mngen sttmmtlicher Stäbe abhängig, nnd wird, faüs die für das Er- 
g^miss unweaenüichen Famweränderungen der FtÜlungaetäbe vemachläseigt 
werden, wie folgt ermittelt. 

Man berechne ftlr jeden Gortstab die Ansdrtlcke: 



(1) 



f^m = 



S^Vm F, 



r^' 



nnd «^ = y««?«, 



wobei «M die Länge des Gnrt- 
stabes bedentet, 
m die Ordnnngsziffer 
des gegenüberliegen- 
den Knotenpunktes, 
r«, das Loth yon m 

anf ««, 
y^ den lothrechten Ab- 
stand des Pnnktes m 
von der Schlosslinie, 
F^ die Qnerschnitts- 
fläche des Stabes ««, 
Fo eine beliebige, aber 
für alle Stäbe gleiche Qner- 
schnittsfläche, welche im 
allgemeinen gleich dem am 
häufigsten yorkommenden 
Gortqnerschnitte gesetzt 
wird, damit möglichst viele 
der Verhältnisse -F; :F^=1 
werden. 

Nun bestimme man 
(durch Rechnung od. Zeich- 
nung) die Biegungsmo- 
mente Jlfpi , Mff^ f • • • ^^kt * * * 

fOr einen einfachen (d. h. 
einen bei A' und B\ Fig. 201*, frei aufliegenden) Balken, dessen Stütz- 
punkte lothrecht unter Ä bezw. B liegen, und auf welchen lothrechte, 
durch die entsprechenden Knotenpunkte des Bogens gehende Lasten tr^, 
wirken, worauf man für eine im Knoten k des Bogens 




Ws 



'«> 



f^m 
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angreifende Last P den Horizontalschnb erhält: 



(2) Hj, = P 

Darin ist: S«« = «o + «i + «g + • 



2«« 



Es folgt dieses Verfahren ans Gleichung V Seite 162. Hiernach wird 
^^^P'^TF^TTi WO P =-rrir fsrner Ä' die Ordinate der Biegnngslinie fflr den 



25'«p' ^^ ""^ BF 
Znstand H= — 1 und S' die Stabkraft ffir J7=- 



> 1 ist. Man erh&lt für 



einen Stab der oberen» bezw. unteren Gurtnng: 5'=: — — nnd 8' = + —, 
so dass der Nenner des fSr Hh angegebenen Bruches nach Multiplikation mit 
"" " — '^- "'■ ^'^ Die d' -Linie darf 

M mim Fo 



EF. in EFc^S'* -^ = S -^ -^ = 3« übergeht. 



r" F 
nach No. 74 als Momentenlinie eines mit den Gewichten tr» = 



r-» 



-P- 



belasteten einfachen Balkens aufgefasst werden, wobei M'm^=^ym das Angriffs- 
moment in Folge JJs — 1 ist. Damit ergeben sich die oben angeführten Ge- 
wichte Wm» 

Die auf diese Weise berechneten Werthe H^^ H^, . . . bestimmen 
in Figur 201^ die ans Geraden bestehende Einflusslinie für den Fall 
oben angreifender Lasten, nnd ganz entsprechend würden Hi, H^, , . , 
die Einflusslinie für unten wirkende Lasten liefern. Der erstere Fall 
liegt in der Regel yor» und es ist dann meistens zulässig» auch die 
ständige Last ausschliesslich auf die oberen Knotenpunkte zu yertheilen. 
Man kommt dann mit der Einflusslinie A"S"B" in Fig. 201^ aus. 

Will man die jET-Linie durch Zeichnung bestimmen, so nehme man 
die Polweite Wj, des 
die Gewichte w yer- 
bindenden Seilpoly- 
gons so an, dass 
dessen Ordinate i)» 
(Fig.202)den Hori- 
zontalschub jS*» an- 
giebt. Stellt man 
dann die Lastein- 
heit durch eine 
Strecke e dar, so 
erhält man (wegen 
M^h = ^hf\h) die 
Bedingung 

TT — ü?i5»L 

Müller -BreBlftu, Qnphisohe Stottk. n. U 




lig. soa. 



= ^» 
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und hierati8 folgt die Polweite 

«?* = 



Drückt man bei Berechnung der Zm alle Abmessungen in Metern 
aus, 80 muss man auch c in Metern angeben. Wird beispielsweise 
der Kräftemaassstab 50"**" = 1' gewählt und ist die Trägerzeichnung im 
Maassstabe 1 : 75 gefertigt, so wird die Lasteinheit durch eine Strecke 
von der Länge c = 75 • 0,050 = 8,75*" dargestellt, und man muss dann 

*^A =^ o we wählen. Wj^ und w^ enthalten dieselbe Einheit; sie sind, 
8,75 

wenn die Gleichung (1) angewandt wird, Zahlen und bedingen die An- 
fertigung eines besonderen Zahlenmaassstabes.*) 

Man könnte auch den Ausdruck ^Zm^^^ym^tOm als das auf die Achse 
AB bezogene Moment von Er&ften «?«,, welche parallel z^x AB sind, auffassen 
und mittels eines Seilpolygons bestimmen, jedoch fahrt die Berechnung von 
y^Zm schneller und übersichtlicher zum Ziele. Ebenso unzweckmftssig wäre es, 
die Gewichte tom durch Zeichnung zu ermitteln. 

Hinsichtlich der Werthe w und 
z ist noch folgendes zu bemerken. 
Werden die Gurtungen nach Fig. 208 
am Aufllager zusammengeführt, so 
weise man den Stab 8^ dem loth- 
recht über 2 gelegenen Punkte 1 
des Stabes 8^ zn. Bezeichnet dann 
r j die Länge des Lothes von 1 auf 
5^, so findet man für den Punkt 2 
des Balkens AB das yon den Stäben 
8^ und 8^ herrührende Gewicht: 




(8) 



w^ 



_ yi^i t\ 



— iL. 






f ~^^ ir ferner: 



Vi^^t 



F^ 



Beim Ständerfachwerk in Fig. 204 geben wir zwei lothrecht ttber- 
einandergelegenen Knotenpunkten dieselbe Ordnungsziffer und bezeichnen 
die lothrechten Abstände der Knotenpunkte von der Schlusslinie mit 

^M« für den unteren Knoten m und mit 

y-p » » oberen „ m. 



'*') In Folge von Kürzungen wird die Einheit der wh und Wm später zu- 
weilen eine andere werden. 
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Femer nennen wir: 
K» die lothrechte Trägerhöhe Y"--Ji^->\ 

in m, 

ß«> Y*» ^^^ Neigungswinkel des 

m*®" Stabes der oberen bzw. 

nnteren Gortnng gegen die 

Wagerechte, 

X« die Weite des tn^ Feldes, 

Fom den Querschnitt des m*^ 

Obergurtstabes, 
F^^ den Querschnitt des m*®* A 
Untergurtstabes, 
und erhalten fOr den oberen Kno- 
tenpunkt m, welchem der (m-|- 1)*® 
Stab der unteren Ourtung gegen- 
fiberliegt (aus Gleich. 1 nach einfacher Umformung): 



211 




I l'«jr/ \^ j%r 



Flg. 204. 



Xff: 






yioX^i 3 F, 



während dem unteren Knoten m entspricht: 

«'m = — lä— 8ec* p« ^=^— ; ^^ = a sec^ ß« -= — 

Durch Zusammenfassung der in dieselbe Lothrechte fallenden Ge- 
wichte w ergiebt sich: 



(4) 



«r„ = -5- (y««X« sec« ßm ^ + y-oX^i sec« T«+, ^-— ) 
«« = -TT (yif X» sec« ß« ^ + yio Wi sec» 7«+» ip—'— )' 



hA. 




!,_..... 




Hg. M6. 



Fig. 306. 



Bildet der Stander bei m Fig. 205 die Grenze zwischen den links- 
und rechtssteigenden Diagonalen, so liegen dem Knoten m zwei Ober- 
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gnrtstäbe gegenüber und man erhält: 

(5) u>^=^ f X« sec« ß« --^ + Wi sec* ß-f i ^ — ) ; «- = y-«^- 

«m \ -Tom -ro(m+l)/ 

Ebenso ergiebt sich für den Fall in Fig. 206: 

(6) w^=^ (\^ sec» T^ -— + Wi sec» T„+, ir-^— ) ; ^m = ymo^m- 

Liegt die Lothrechte durch einen Knoten r rechts von r ^- 1 (oder links 
von r— 1) — vergl. Fig. 99 auf Seite 118 — so ist bei der zeichnerischen 
Bestimmung der Momente Mm, zu beachten , dass die Gewichte in der Reihen- 
folge Wr-h <^r, w,+i durch das Seilpolygon verbunden werden müssen. Will 

man rechnen, so vertheile man im Falle — — - angreifender Belastung sämmt^ 

liehe Gewichte w auf die — , Knotenpunkte. Auf die Punkte r — 1 und 

unteren 

r + 1 würden z. B. bei Zerlegung von tcr die Antheile: — Wr-z \ — und + Wr 

(l — ; — -^ — ) kommen. Dieses Verfahren ist zuweilen auch dann zu empfeh- 

\ Ar — Ar+l/ 

len, wenn r zwischen r — 1 und r + 1 lieg^ 

78. Finfluss der Temperatur. Wächst die bei der Anstellung 
des Bogens herrschende Temperatur überall nm den gleichen Betrag t, 
so ändert sich der Horizontalschab um 

(') ^'^ 2^^ 

Meistens genügt es, mit ^ = Jh 35^ Cels. zu rechnen. Dann ist 
für Schmiedeisen und Stahl (mit eJ?=:240' ftlr das gm.): 

IF 
(8) Ht = ± 8400 ^=-^ sec* a Tonnen, 

worin die Abmessungen in Metern einzuführen sind. 

Die Formel (7) folgt aus Gleich. (V), Seite 168. Danach ist g#= t,^>V* 

= ^= . Wendet man nun das Gesetz der virtuellen Verschiebangen 

auf den Zustand fr= — 1 an, und fahrt als mögliche Formänderungen die 
Aenderungen A8 = ef8 der Stablängen ein, ferner die ihnen entsprechende 
Aenderung et/seca der Weite uiB = Zseca, so erhält man; laeca-e^seca 
= 25'ets und gelangt zur Formel (7). 

79. Der Siehelträger, Fig. 207. Bei der Ermittelung der H- 
Linie sichelförmiger Träger empfiehlt sich die Annahme eines überall 
gleichen Gurtquerschnitts. Man verstehe dann unter F^ den Mittelwerth 
aller Fo und F^ und setze die in den Gleichungen (1), (8), (4) auf- 
tretenden Querschnitts Verhältnisse = 1. Haben alle Felder gleiche (oder 
annähernd gleiche) Weite, so weichen (bei nicht zu grosser PfeilhOhe) 
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anch die Längen der Oartstäbe wenig von einander ab, nnd es ist dann 

rathsatn, für 8^ — ^ einen festen Mittelwerth einzuführen und sämmt- 

liebe w und z durch diesen Werth zn dividiren. Man setze also z. B. 
für den in Fig. 207 dargestellten Träger 



(9) 



fffm = 



y- 



rl 



«« = Vm^m 



berechne dann aber Et mittels der Formel: 

s^/F.sec^a 



(10) 



H,= 



XS^^ 



n 



Zah^enbeispieie* I. Die Knotenpunkte der GurtuDgen des in Fig. 207 
abgebildeten Sichelträgers liegen in Parabeln von 4,0 bezieh. 2,5"* Pfeilhöhe. 
Die Stützweite ist =20"* die Feldweite =2*. Die Ordinaten y, Strecken r, 
(Gewichte w und GrOssen z sind in der folgenden Tabelle angegeben. Für to^ 
bis tTio und z^ bis Ziq gelten die Gleich. (9) während Wi und Zi nach den Gleich. 
(5) za berechnen sind. Der erste üntergurtstab ist als halber Stab behandelt 
worden. 



m 


ym 


rm 




Zm = ym Wm 


Ansnahmeffille 


1 


0,475 
1,440 
1,275 
2,560 
1,875 
8,860 
2,275 
8,840 
2,475 
4,000 


0,20. 

0,52 

0,68 

0,94 

1,01 

1,26 

1,29 

1,45 

1.44 

1,525 


5,83 
8,21 
2,90 
1,84 
2,12 
1,87 
1,83 
1,19 
1,72 


7,67 
4,10 
7,42 
8,45 
7,11 
8,11 
7,01 
2,95 
6,88 


0,475 1 0.72 _ 


2 
8 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


•"' 0,20» ' 2 0,22« '•'•" ' 

0,475« 1 0,72« _ 
'' 0,20« ' 2 0,22« "•"'^ 






2zm 


= 22^ + 


^,0 = 2.53,8 


2 + 6,88 = 114,52. 



Für den mit den Gewichten w belasteten Balken A'B' warden jetzt von 
der Mitte aus die Querkräfte nach der Formel Qm = Q»+i -h Wm berechnet, 
hierauf die Momente Mm=^Mm-\ + Q»X' und schliesslich die Ordinaten Hm 
^ Mm ' 

^Zm 



der JBMiinie. Wegen X' = 1 ist Mm=Mm^i + 0- Wäre X' nicht 



*) Streng genommen wäre X durch den Mittelwerth von Ism -^) zu er- 
setzen, doch erwäge man die Schwierigkeit, i zutreffend zu schätzen und rechne 
daher so einfach wie mOglich. Aus diesem Grunde wird man auch, falls a 
klein ist, sec* a = 1 setzen. 

**) Die Ordinate des lothrecht über 1 gelegenen Punktes 1' der oberen 
Gurtung ist =0,72 und das Loth von 1' auf die Verlängerung des ersten, 
üntergurtstabes = 0,22. 

***) Bei den Jf« und Qm haben wir den Zeiger w hier fortgelassen. 
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= 1, aber konstant, so 
durch X' dividiren. Wir 

fto = i*^io= 0,86 
+ 1,1» 



würde man trotzdem X'=: 
schreiben den vollständigen 



1 setzen, dafür aber ^Zm 
Ansatz der Bechoong hin. 



A= 


2,05 
1,88 


0.= 


8,88 
1.87 


Qi = 


5,25 
2,12 


ft = 


7,87 
1,84 


ft = 


9,21 
2,90 


«4 = 


12,11 
3,21 


ft = 


15,32 
5,38 



g, = 20,65 

19,81 

01=89,96 



M, = 

+ 

Ms =" 
M, =■ 
M, = 



89,96 = Qi 
20,65 



60,61 
15,82 
75,98 
12,11 
88,04 

9,21 
97,25 

7,87 

M^ = 104,62 
5,25 

Mj = 109,87 
8,88 

M^ = 113,75 
2,05 

= 115,80 
0,86 



M, 



Mio= 116,66 



^•-n4;52"-^'^^ 



88,04 _ 



104,62 _ 
•^--114,52 -^'^^ 



^. = J1M5. = 0,99 
^* 114,52 ' 



_ 116,66 _ 
^»-114,52-^'^^ 



/j* a' a* 



2,0^ 2,0^ t,o^ 



)C0.(|) , cl ) 




Flg. 207. 

Die gleichförmig angenommene ständige Belastung sei ^= 1,45' f, d. m, 
also für ein Feld: ^a = 2,90'; sie erzeugt: 

JBT^ = i^X {2 (fl, 4- ^4 + ^6 + fli) + H,o} = 2,90 . 7,42 = 21,5' . 

Ein vom rechten Auflager bis zum Querträger 12 vorgeschobener Lasten- 
zug (mit den in der Figur angegebenen Achsendrücken und Radständen) roft 

**®'^^'^' ir==SPtj = 89,0'. 

Der Einfluss einer gleichmässigen Temperaturerhöhung um < = 35® 0. iet 
nach Gleich. 10: 
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240-20 .Fe 



35 = 738 Fe 



2,0- 114,52 
wobei Ft den mittleren Gnrtqnerschnitt in qm, bedeatet. 

IL In neuerer 2ieit sind mehrfach Sicheltrftger von bedeutender Pfeil- 
höhe ausgeführt worden , z. B. für die Douro-Brücke bei Porto und den Gara- 
bit-Viadnkt. Es ist hier zulässig, die Werthe y«, 9m und ß« zur Vereinfachung 
der Rechnung auf eine durch die Mitten der Höhen h^ geführte Bogenachse 
zu beziehen und, mit Hinweis auf Figur 208. die Gleichungen 4 zu ersetzen 
durch 

_2y« sK^ Fc^ 
*^- äV X«^ Fm 

Zm^=ymWm' 

Kürzt man sämmtliche to durch 2, 
und nimmt man für Fm einen festen 
Mittelwerth Fo an, so erhält man: 

<*\ y« «••• 

11) ir«, = -fr~ \%~> i^=^ymy>m 

und für den Einfluss von t: 

12) 




at=^ :r^ir 6. 



2^zm 

Fig. 208. Wir wenden die Formeln (11) 

und (12) auf die Berechnung des 
Horizontalschubes der Eisenbahnbrücke über den Douro hei Porto an. Figur 
209 stellt die Hälfte des sichelförmigen Bogenträgers dar. Die folgende Ta- 
belle giebt an: 

die in den Mitten der Felder gemessenen lothrechten Höhen Am, 
die Längen Sm der Verbindungslinien der Mittelpunkte der aufeinander- 
folgenden Veiiikalen, 
die Ordinaten der Mittelpunkte der Strecken s« , 
die Feldweiten X«, Gewichte tom und Werthe Zm. 



m 


ym 





Ä^ 


Xm 


VmS^m 


Zm = ym %0m 


1 


8,20 


8,51 


2,17 


5,60 


18,85 


42,74 


2 


9,38 


8,07 


5,19 


5,55 


5,91 


55,14 


8 


15,06 


8,17 


6,79 


5,95 


5,03 


75,78 


4 


20,61 


8,62 


8,02 


6,65 


4,64 


95,65 


5 


24,45 


8,72 


8,64 


8,00 


1,87 


45,70 


6 


28,28 


10,01 


9,01 


8,45 


4,88 


137,90 


7 


83,15 


10,14 


9,38 


9,10 


4,74 


157,25 


8 


37,13 


10,81 


9,68 


9,70 


4,6S 


173,15 


9 


40,09 


10,68 


9,80 


10,40 


4,71 


188,92 


10 


41,90 


10,47 


9,89 


10,40 


4,55 


190,46 


11 


42,50 


10,40 


9,98 


10,40 


4,48 


190,51 



Sz,H= 2 :S^,« + rru = 2 • 1162,69 + 190,51 = 2515,89. 
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Nun wurden die Qaerkrfifte and Momente des mit den Gewichten Wm 
belasteten Balkens berechnet und aus den Momenten die Werthe H ermittelt: 





Querkr&fte 


m 


Momente 


n- ^ 




" 2515,89 


11 


?ii = i«7n = 2,24 


1 


lfi = 0,2,8 = 158,42 


0,068 


10 


Oio = fti + «^io = 6,79 


2 


JJf,=lfi-ft5,58=899,65 


0,159 


9 


Q. =Qio + tv. =11,50 


3 


Jfs =Mt + 0,5,74=613,86 


0,244 


8 


0=16,16 


4 


M= 817,29 


0,325 


7 


20,90 


5 


950,84 


0,378 


6 


25,78 


6 


1098,56 


0,437 


5 


27,65 


7 


1281,85 


0,509 


4 


32,29 


8 


1433,76 


0,570 


3 


37,32 


9 


1549, S3 


0,615 


2 


43,23 


10 


1619,95 


0,644 


1 


56,58 


11 


1643,24 


0,653 




Fig. 109. 

Nach Aufzeichnung der Einflusslinie f&r H misst man, entsprechend den 
Angrifibpunkten C, 2>, E^ F der Fahrbahnbelastung die Ordinaten 

0,378 0,592 0,630 0,649 

während Seffrig in seiner Veröffentlichung: Le poni 9ur le Douro ä Forte 
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(PariB 1878) auf Seite 81 mittels einer wesentlich umständlicheren Berechnung 
die Werthe 

0,370 0,592 0,637 0,650 

findet. Die Abweichungen beider Ergebnisse sind ganz unwesentlich. Bei 
gänzlicher Belastung der Brücke werden in den Punkten C, D, Ej F auf den 
Bogen seitens der Verkehrslast die senkrechten Drücke 126,8^ 62,4'; 47,0^; 
40,y (yergl. die angezogene Quelle, Seite 34) ausgeübt. Dieselben erzeugen 
— nach unserer Berechnung — 

ir= 2 [126,8 . 0,878 + 62,4 • 0,592 + 47,0 • 0,680 + 40,5 • 0,649] = 281,58«. 

Seyrig findet 280,62*. Es ist dies die Summe der Horizontalschübe der leiden 
das Gleis stützenden Bogentrftger. 

Bei Berechnung von Ht darf der mittlere Querschnitt der einen Gurtung 
eines Bogens J^«= 0,0560 qm. gesetzt werden (vgl. die Quelle, Seite 26, Mittel- 
werth von ^Uj) und es folgt dann für ^ = 80'* für jeden Bogentrftger : 

tEtlFc 240 . 30 • 160 • 0,0560 



Ä = 



2 32f« 



2 ■ 2515,86 



: 12,82*. 



Dabei ist £= 2000 OOO'' f. d. qcm, angenommen worden. Setzt man, wie 
dies bei der Berechnung der Douro-Brücke geschehen ist, JF= 1600000, so er- 
hält man H« = if 12,82 = 10,26«, während Seyrig (Seite 41) den Werth Ht 
= 1.17,74 = 8,87* findet 

Es ist hier hervorzuheben, dass bei Vernachlässigung der Formänderung 

der Gitterstäbe der aus ü^'* -r== hervorgegangene Werth 2^; stets ein grösseres 

Ht liefert, da in jener Summe nur die Quadrate von 8' auftreten, dass es aber 
bei der grossen Unsicherheit, in welcher man sich bezüglich der anzunehmen- 
den Temperatui^Aenderung t befindet, nur zu empfehlen ist, Ht reichlich gross 
zu rechnen. 

80. Formel für den Horizontalschnb parabell5rmiger Sicheltrftger. 
Liegen die Knotenpunkte beider Gurtungen in Parabeln, so lässt sich für H 
ein einfacher Ausdruck herleiten, 
welcher sehr zuverlässige Ergeb- 
nisse liefert. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir unendlich kleine Fel- 
der an, und ersetzen die nach 
Gleichung (9) zu berechnenden 
Einzelgewichte to durch eine ste- 
tige Belastung, welche dem Ge- 
setze folgt: 

«^ = -g-8ec«p + ^sec«Y. 

Die Bezeichnungen sind aus 
der Fig. 209 ersichtlich. Die Käm- 
pfer sind in derselben Wagerechten 
gedacht. Das erste Glied entspricht 
dem Theilchen d» der oberen Gurtung und ergiebt sich durch Einführung von 
r» (d. i. Abstand des Punktes u von der Tangente in o) = A cos ß, und ebenso 
entsteht das zweite Glied. Die Summe: Sir.» ist zu ersetzen durch: 
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o 

wobei zu beachten ist, dass y^ih=^fuif und yo : ä = /"• : /. Führt man ein: 

y* — p und yu— Y* ' 

so erh&lt man nach AnsfOhrang der Integration und nach gehöriger Zasam- 
menziehung: 

•" - ~r"" [t y + ^® ^-^- ) x(i^x) — w \ 

Die Differentialgleichnng der Momentenlinie (MJ^ lautet, da diese Linie 
das mit der Polweite 1 gezeichnete Seilpoljgon der BelastungsflAche ist: 

(18) — d (tg 9) = trdrr, oder ^** = — tp, 

wo 9 den Neigungswinkel des auf eine wagerechte Schlusslinie bezogenen Seil- 
polygons bedeutet. Denn zwei aufeinanderfolgende Tangenten müssen auf 
einer Lothrechten im Abstände 1 von der Stelle {x) das Lasttheilchen wdx 
abschneiden. 

Wird nun die Differentialgleichung 
d^Mu, _ fo + fu 
dx^' 

zweimal integrirt, und werden die beiden Konstanten mittels der Bedingungen 
bestimmt 

07 = und a; = { muss liefern Jf,, = 0, 

(deren eine auch durch die Forderung ersetzt werden darf, dass für xz=\l 

A %f 

der Werth =0 werden muss) so ergiebt sich: 

ax 

Für eine in den Abständen a und b von A bezw. B gelegene Last P er- 

M^ M 

halt man jetzt (nach der Formel ir=P-=r^ = P-Ti^): 



^^■[i(''+-"-^)Tirbr-^^] 



(14) 



8 P< y. + /•»)[(/«+ 16 Af,)a.-A/-,aJ 
"~ 3 J« (f.« + f.«) + 32 r.*fj 

wo Ol = y ^-j- log. nat. — + y log. nat y j ; o, = 8-j- —. 
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Zur Erleichterung der Benutzung dieser Formel diene die folgende Ta- 
belle, welche gestattet, zwischen Kämpfer und Scheitel 10 Punkte der JET-Linie 
schnell festzulegen. Im Allgemeinen wird man diese Punkte durch eine krumme 
Linie verbinden und in diese ein Polygon beschreiben, dessen Ecken den 
Querträgem entsprechen. 



a 






a 








l 


«1 


«s 


l 


«1 


a« 




0,05 


0,0496 


0,88 


0,30 


0,1527 • 


1,68 




0,10 


0,0813 


0,72 


0,35 


0,1619 


1,82 




0,15 


0,1057 


1,02 


0,40 


0,1683 


1,92 




0,20 


0,1251, 


1,28 


0,45 


0,1720 


1,98 




0,25 


0,1406 


1,50 


0,50 


0,1738 


2,00 





Für den in Figur 207 dargestellten parabolischen SicheltrSger ist z. B. 
/; = 4,0*; /;.= 2,5-; Z = 20-, mithin 

2184 39 



H = 



299 



und man erhält demnach für — : 



299 

:0,1 0,2 0,3 0,4 
0,97 



0,5 die Werthe 
1,01 



-ff =0,60 0,75 0,89 

welche sich von den vorhin berechneten: 

5"= 0,53 0,77 0,91 0,99 1,02 

nur unwesentlich unterscheiden. 

Für den von Temperaturänderungen parabelfOrmiger Bögen herrühren- 
den Horizontalschub ff« findet man, indem man in Gleich. (10) den Werth 

I 

X^Zm durch j J ^ sec* ß + ~ sec" y ) ^^ ersetzt, die einfache Formel: 



(15) 



Hi = 5 EFe t j 



' ^l^fe^ + fJ) + S2 fo* fj 

und beispielsweise für den Bogenträger in Fig. 207 (mit e^=240; t = 35'>): 

3- 20« (4,0 — 2,5)« 



:240 2?'c35- 



= 759 Fe Tonnen. 



3 • 20« (4,0« + 2,5«) + 32 • 4,0« • 2,5« 
Vorhin ergab sich der hiervon nur wenig verschiedene Werth Ä = 733 2^r. 

81. Bogenträger mit fast wagereohter oberer^ Ghirtung. Zu 

den am häufigsten ausgeführten Arten von Bogenträgem gehört der in 
Fignr 211 dargestellte Träger mit annähernd oder genau wagerechter 
oberer Gnrtnng. Meistens wird die Höhe im Scheitel sehr klein ge- 
wählt, und es stellt sich dann heraus, dass die Querschnittsverhältnisse 
der dem Scheitel zunächst gelegenen Gurtstäbe von wesentlichem Ein- 
fluss auf die Ergebnisse sind. Die Gewichte w der Knoten in der Nähe 
der Auflager spielen eine untergeordnete Bolle. Wir empfehlen bei 
Berechnung der jET- Linie folgende Annahmen: 
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Man benutze die Gleichungen (4), ersetze die yer&nderUchen Glie- 



der Bec* ß« -=^ nnd sec» y^+i -=-^ 



^um+\ 



F 

durch die festen Werthe -~- ^^' 

F 

-=^, nehme die willkürliche Querschnittsfläche ^, = 2^^ an und kürze 

.die w und z durch die (konstant gedachte) Felderweite X. Man erh&lt 
dann: 



(16) 



«'.= (y..+ y..^)-^ und^.= (yi.+ y«.^)^, 




Fig. 211. 

man bezw. zu setzen: 



wo für jPp : jP« das Verhftlt- 
niss der Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung 
in der N&he des Scheitels 
einzusetzen ist. 

Für den Knotenpunkt 
und für den Scheitel 8 hat 



(17) 
(18) 

(19) 



«7. = 



F. 



w^ = 



2y. F. 



«.= 



«* = 



El. 

2y} 



h! F, ' ^' h! 
Disr Einfluss einer Temperaturänderung ist: 

BEFJt 



--r (vgl. Formel 5). 



H,= 



XS«^ 



ZahlenbeUpieL J. Für den schmiedeeisernen Bogentrftger in Fig. 212 
erh&lt man mit F« : ^« == 1 (ein QaerschnittsverhältniBS, fCLr welches der Ver- 
fasser in einer ganzen Reihe von F&Uen recht befriedigende Ergebniase er- 
zielt hat): 




n«. 212. 
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2,1« 



=0,88 



_ 1,6 + 8,0 

ebenso «7, = 6,dO; 1^4=15,00 
2 . 2,5 



schliesslich w^-' 



0,5« 



= 20,00 



2f, = 16,556; ^^4=41,000 
2 . 2.5« 



«5 = - 



0,5» 



= 50,00 



«0 = 1,000 



-2;?«, = 66,678 





3«« = 2 . 66,678 + 50,000 = 183,856. 

Die Momente des mit den Gewichten w belasteten Balkens A'B' sind, 
weon die Feldweite X= 1 gesetzt wird (vergl. das Zahlenbeispiel auf S. 214): 

lfi = 84,53; if, = 68,18; lf, = 99,48; Jf4= 124,48; Jf5= 134,48. 

Der durch X diyidirte Werth Sa?,,, ist — ^ — = 91,678, und es ergiebt 
sich daher: 

^^ = Ti;678- = ^'««' ^• = W7F = ^'^^^ 

ebenso ff, = 1,09; H^ = 1,36; Es = 1,47. 

Ist die ständige Belastung g= 1,45' f. d. m., so ist die Belastung eines 
Knotens: 

^X = 1,45 . 2,0 = 2,9*. 

Der Horizontalschub in Folge des Eigengewichtes beträgt dann: 

H, = g\ [2 {H^ + iT, + H, + H^) + H»] = 2,9 • 8,61 = 25,0». 

Der Einfluss einer Temperaturänderung um < = 35<> ist: 

„ lEtlF^ 240- 35. 20 i?; 



XS««, 



2,0- 183,356 



= 460 Fo (abgerundet). 



IL Will man die Untersuchung für verschiedene Querschnittsverhältnisse 
FoiFu durchführen, so berechne man (unter der Voraussetzung: X=l) die 

Momente MJ in Folge der Gewichte: W = t^ und die Momente Mm' in 

hm 



ho 



Folge der ir"M = T-V ^^^ bestimme Hm mittels der Formel: 

hm 

(20) 



Hm = 



Mm' + -|p- Mm" 



|(w + fw) 



Für den Scheitel ist uf/ = -^ und ir/' = 0; «/ = y,ir/ und «f/' = 0. Der 
Einfluss von t ist: 

(21) Ä = - ^^"^' 



^(^^' + t-^^") ' 
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Man erh&lt: 



m 


Wm 


y>m 


z' 


z" 


M^ 


if«" 














1,000 




1 — ■ ■ ■ "■ 




1 . 


0,20 


0,68 


0,184 


2,041 


20,29 


14,24 


2;?' = 95,868 


2 


0,82 


1.58 


1,306 


4,592 


40,38 


27,80 


, 


3 


2,60 


8,70 


5,444 


11,111 


59,65 


89.88 


2;?" = 87,488 


4 


6,67 


8,88 


16,000 


25,000 


76,82 


48,16 




5 


20,00 





50,000 





86,82 


48,16 





Die nach Gleichung (20) berechneten Werthe Hm sind für Terschiedene 
Verhältnisse Fo'Fu in der folgenden Tabelle sosammengestellt worden. 



m 


0,7 


0,8 


0,9 


1.0 


1.1 


1,2 


1 


0,89 


0,39 


0,38 


0,88 


0,87 


0,87 


2 


0,77 


0,76 


0,75 


0.74 


0,78 


0.78 


8 


1,13 


1,11 


1,10 


1,09 


1,07 


1,06 


4 


1,42 


1,40 


1,38 • 


1,36 


1,34 


1,32 


5 


1,55 


1,52 


1,49 


1,47 


1,44 


1,42 



Der Einflnss von ^ = 35^ C. wird der Reihe nach (abgerundet): 

Ä = 540J^o; 510 jPo; 480 jP«; 460 K; 440/^'«; 420 2?;. 

In der Nähe des Scheitels weichen also die fT-Linien wesentlich von ein- 
ander ab. Den Einfluss dieser Unterschiede auf die Spannkräfte werden wir 
später besprechen. Vergl. No. 85. 

82. Bogentrftger Ton nahem unTerftnderlioher Höhe. Die in 

den Figuren 213 nnd 214 dargestellten Bogenträger mit annähernd 
konstantem r«,» welche häufig der Kürze wegen ParaUelträger genannt 
werden, sind meist-ens so gebildet, dass die oberen nnd unteren Eno* 

tenpnnkte in Kreisbögen mit 
gemeinsamem Mittelpunkte lie- 
gen. Bedeutet dann h den Un- 
terschied der beiden Kreishalb- 
messer, so darf man r«» durch h 
ersetzen und, bei gleichen (oder 
annähernd gleichen) Feldweiten, 
die Formeln 




Flg. 218. 




w^ 



hl 



mg. 214. 



JBi = 



F. 

^; z = ymtvm 
zElF. 



xs^. 



anwenden. Man yergl. die Begründung von (9) und (10). Kürzt man 
alle u) und z durch 1 : A« und nimmt einen überall gleichen Ourt- 
querschnitt an, so erhält man sehr einfach: 
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(22) 



*^m = ym; Zm = ym\ H, = 






t 



In den Formeln für Ht bedeutet F« einen mittleren Gurtquerschnitt. 

Die Gleichungen (22) liefern auch dann noch brauchbare Werthe, 
wenn die Tr&gerhöhe h sich vom Scheitel nach dem Kämpfer hin etwas 
ändert. In den Ausdruck für Hg muss dann ein Mittelwerth h einge- 
setzt werden. 

Will man fUr die obere und untere Gurtung verschiedene mittlere 
Querschnitte Fo und F^ einführen, so wähle man F^ = F^ und setze 
für einen Knoten m der unteren und einen Knoten k der oberen Gur- 
tung bezw.: 



(28) w^ = y^; z^ = yl und w^ = yi 



Fo 



«* = y» 



F, 



Für Parahelhögen lamen üch die gewonnenen Ergebnisse noch erheblich 
vereinfachen. Dazu nehmen wir mit Bezugnahme auf Fig. 215 an, es folgen 
die Gurtungen den Gesetzen: 
y« = y + Äo be2;w. 

wobei 



die Gleichung einer Pa- 
rabel von der PfeilhOhe 
f ist Sodann ersetien 
wir (ähnlich wie in 
No. 80) die Einzellasten 
w durch eine stetige Be- 
lastung, welche an der 
Stelle X die HOhe 

. Po 




Flg. 215. 



= y — Ä« + (y + Äo) "*- hat und welcher dann die Momentengleichung 



Fu 



d^M^ 



4fx(l-x) [, , Fo\ , Fo ,. 



dx^ 
entspricht. Durch zweimalige Integration dieser Beziehung finden wir 

M. = -[^j{xl*--2lx^+a^)[i + ^) + i(ho^-K)x{l^x), 

wobei die Konstanten mittels der Bedingung bestimmt wurden, dass x = 
und x = l den Werth M=0 liefern müssen. Das Moment If.» dividiren wir 
durch 



9t: 



(24) 



M = l + 



5 ho Fo — hu Fu 



15 Fu 

15 hlFo + hlFu 



w, wo 



2 f(Fc+Fu) ^ 8 p{F^ + Fu) 



Digitized by VjOOQ IC 



224 Zweiter Abschnitt. — § 7. 



Der von einer Temperataränderung t herrOlirende Werth H ist: 

tEF.lhU . . 

— ir^»d.i 

IhtEth^FoFu 



_ tEF.lhH 
Ht = ^ , d. 1. 



Indem wir dann schliesslich x durch a erseteen, erhalten wir den Ein- 
floss einer Einzelkraft P auf H: 



(26) H=P^ = 



Die nach Qleichung (26) aufgetragene ^-Linie weicht so wenig von einer 
Parabel ab, dass der Gedanke nahe liegt, sie durch eine Parabel zu ersetzen, 
so zwar, dass beide Linien mit der Nulllinie gleichgrosse Flächen einschliessen. 
Die Bedingung hierfür lautet: 

und liefert fOr Z den Werth: 

(27) • ^=T^v wo 

(28) , ^ f(f. + Fu) + 1,25 (h,F, - KFn) 

f{F,+F.)+2fi {hoF. - hnF,)+ ^ (h%F. + hlFu) 
Die Gleichaog der . parabelfOrmigen ff- Linie ist: 

m ^=^>' 

sie liefert auch für flache Kreisbögen sehr zuverlässige Ergebnisse. 

Für den in Fig. 218 dargestellten Fall ist Ao=^ und hu=0. Man findet: 
fiFo+Fu) + U2bhFo 



(30) 



Ä= 



f{Fo+ Fu) + 2,5 hFo (l 4- 0,75 j) 
IbiEth^FoFu 



^f[f(F, + Fu) + 2,5 hFo (l + 0,75 j)] 



Setzt man einmal Fo = Fu, sodann Fe = 2F«, so erhält man, wenn 
fz=4h ist, V = 0,85 bezw. v = 0,81 und erkennt hieraus, dass das Querschnitts- 
verhältniss FoiFu in der Regel keinen wesentlichen Einflnss auf H haben 
wird. Mit der zulässigen Vereinfachung J^o = Fm gehen die Gleichungen (28) 
für den Träger in Fig. 213 über in: 

_ 8^+5^ 



(31) 

Flg. 218. I Ht=i 



%f+2fih(^ + Sj) 
ibiEth^Fe 



2f[sf+2fih(^ + f^j)] 
wo jetzt Fe einen Mittelwerth der Querschnitte Fo und Fu bedeutet.*) 

*) Maassgebend sind hauptsächlich die Querschnitte in der Nähe des Scheitels. 
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Für den zweiten wichtigen Sonderfall in Fig. 214 ergiebt üch mit 
Fo = -F« = Fe (wegen Ä^ = ä, = J ä): 



<32) 



1 



Fi«. 214. 



1 + i^^ 



nnd Ä = 



15 tEth^Fc^ 



16 f« 



Der Verfasser empfiehlt die Anwendung pardbelförmiger H" Linien ßuf 
das dringendste, Vergl. des Verfassers: Theorie und Berechnung der eisernen 
Bogenbrücken, Berlin 1880, Seite 34. 

b. Ermittelung dr Spannkräfte. 

88. Allgemeine Beziehungen. Nach Bestimmung des Horizontal- 
Schubes H lässt sich das Angriffsmoment M^ ftlr den Knotenpunkt m 
(Fig. 201) in der Form darstellen: 

(33) M^ = Mo^ — H'y^ cos a = 3C-. — Hy^ 

wo Jf«^ den Werth des Momentes für den Fall H=0 bedeutet , d. i. 

das Angriffsmoment für den Knoten m eines einfachen Balkens AB^ 



m-t-i 




"" f---C 



Flg. 216 




Fig. 217. 



Durch M^ aber ist die Spannkraft des dem Knoten m gegentlberliegen- 
den Ourtstabes bestimmt. So erhält man für die Ourtkr&fte 0^ und 
U^ in Fig. 201 die Werthe: 

0, = --:^und cr,= + -^. 

Soll die Spannkraft D in Fig. 216 aus der Momentengleichung 
für den Schnittpunkt i der Gurtkrftfte U und ermittelt werden, so 
findet man: 

(34) Mi — Dr, = wo Mt== M^, — Hy, 

und Moii das Angriffsmoment der links vom Schnitte t — t wirksamen 
lathrechten Kräfte A und P in Bezug auf den Punkt i bedeutet, während 
— Hyt den Einfluse von It angiebt; r^ ist der Hebelarm von D, 

Müller-BresUu, Onphi«ohe Statik. U. 15 
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Bei Berechnung der AngrifEsmomente nnd Spannkräfte für daa 
Ständerfachwerk (Fig. 217) führen wir die Bezeichnangen ein: 
Ml^ = Angrifismoment für den oberen Knotenpunkt m 
-^1= » j» n 7) unteren „ w. 

und finden dann: 

(35) o^ = _^^. r. = + ^-' 



K cos ß« ' - Ä^i 008 Y^ 

Die Spannkräfte in den FüUungsatäben kann man wie vorhin mittels 
der durch Formel (34) dargestellten Ritter'schen Momentengleichung be- 
stimmen, oder auch auf die folgende Weise: 

Man führt durch 0^, D^, U^ einen lothrechten Schnitt, setzt die 
Summe der links vom Schnitte wirkenden wagerechten Kräfte = 0^ 
erhält dann zunächst 

D^ cos 9« + 0« cos ß« + CT^ cos T^ + jff = , 
drückt nun und 77 mittels Oleich. (35) aus und berücksichtigt schliess- 
lich, 



ist, weil sich beim Uebergange vom unteren zum oberen Knoten m nur 
der Einfiuss von H auf das Moment ändert. Man gelangt dann zu 
der übersichtlichen Formelgruppe: 



(3«) 



0^ cos ß« = 7 — ; U^ cos T« = + -7— 

2>^ cos 9« — 



Hiemach ist man z. B. im Stande, mit Hilfe der Einflusslinien für 
die Grössen: if*':A und M^ih sämmtliche Spannkräfte 0, (7, Z> zu 
bestimmen. 

Auch die Spannkräfte in den Ständern lassen sich durch die Mo- 
mente M"* und M"" ausdrücken. Greift die Belastung oben an, auf 
welchen Fall wir uns hier beschränken wollen, so folgt aus dem Oleich- 
gewicht der am unteren Knotenpunkte m angreifenden Ejräfte: 

V^ + Z>« sin 9« + U^i sin y^i — CT^ sin y« = 
und aus dieser erhält man, wenn man D^^ CT^i und ü^ mittels der 
Gleichungen 36 bestimmt und die Beziehungen 

tg9-. + tgT.= -^ und tg9. + tgY^;=^ 

beachtet, die einfache Formel: 

\h ^ A,„-i Ä,„_i h^ / 
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Darin bedeutet h'^^i die obere der Strecken, in welche A^.i durch 
die Verlfingerung des Stabes U^+i zerlegt wird. 

Auf ähnliche Weise kOnnen auch die Spannkräfte D des Streben- 
fachwerks dargestellt werden. Man denke sich die punktirten Ständer 
eingeschaltet, Fig. 218, und findet: 



(38) 



D„ cos 9« = 



i)«_lC08 9„_,= 



-3^-2 









MZ^i 



Äw-a Ä^-l f^m-2 "m-l 

Werden in jedem Felde zwei sich kreuzende steife Diagonalen an- 
geordnet (Fig. 219), so ist die genaue Berechnung der Spannkräfte 
eine ausserordentlich mühsame Arbeit, weil 
ausser H noch in jedem Felde eine statisch 
nicht bestimmbare Grösse, nämlich die Spann- 
kräfte in einer der beiden Diagonalen auftritt. 
Wir begnügen uns deshalb hier mit einem An- 
näherungsverf&hren.*) . 

Es bedeuten: D die Spannkraft, d die 
Länge und F den Querschnitt der linksstei- pjg 218. 






genden und D\ d\ F' die entsprechenden Werthe der rechtssteigenden 
Diagonale irgend eines Feldes, femer seien fOr die übrigen Stablängen 
und die Winkel die in der Fig. 220 angegebenen Bezeichnungen ge- 
wählt. Auf die Aenderung Ay der Winkel y haben die Längenände- 



*) Das genauere Verfahren findet sich in: Müller- Breslau , Theorie und 
Berechnung der eisernen Bogenbrüoken (Berlin 1880) Seite 72. Eine nachträg- 
liche schärfere Berechnung, die allerdings wesentlich mühsamer ist, dürfte 
meistens nicht zu entbehren sein. Mit Rücksicht hierauf ist die Anordnung des 
Gitterwerks nach Fig. 219 wenig zu empfehlen. 

15* 
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rungen ^d nnd ^d' einen hervorragenden Einfluss, und es sei deshalb 
aus der Gleichung 

<? = «o + »»1 2«o«lC08 Yi, 

anter Vernachlässigung von A^^» ^^i die Beziehung 

2d^d= 2s^niSin Yi Ay^ 

gebildet und hieraus (und auf ähnliche Weise) sei erhalten: 

d^d , d'^d' ^ dts.d ^ d'^d' 

Ayi = : ; AYa= ; ; AYa= -. , Ay4= ; 

' Soiij^smyi ««ni8mY2 «»n^siuYs «o««8inY4 

Da nun die Summe der Viereckswinkel Yi> Y2» Ys» Y4 ^^^^ ^^^ 
der Formänderung =360° ist, so ergiebt sich AYi + Ay2 + AYs 
-|.Ay4=0 und hieraus folgt dann: 

a^d ^"^^^^"ys + ^o^Hs^^Ti ^ _ ^'^^r g^ngsinY4+g>WiSinY2 
sin Yi sui Ys S"^ T2 sia Y4 ' 

oder, da der Inhalt des Vierecks sowohl = ^ (s^n^ sin Ys + ««w^ sin Yx) 
wie auch = ^ («o«a sin Y4 4~ *«»»i ßüi Yä) gesetzt werden darf, 

Arf d' sinYiSinYs 

M' d sin Y2 sin Y4 

Dd , / D'd' 

Nach Einführung von Adl == -_— und Ad = ^ ergiebt sich 

D d'^ F sin Yi sin Ys 



D' >d* jP' sinY2 8inY4 

und, wenn 80 1| s^ ist, wenn also sin Yi = sin Ys und sin Ys = sin Y4 ist, 

D d'^ F 

Man nehme (wenigstens bei der ersten Berechnung) i<^ = F' an, 
und benutze die vorstehende Gleichung auch dann, wenn 8^ und s^ nur 
annähernd parallel sind. 

Werden nun, vom Ereuzungspunkte J der Diagonalen aus, auf 
diesen die Strecken JC und JE (Fig. 219) so angetragen, dass 
JC:JE = d'*F:d^F' ist, und wird das Parallelogramm JF gezeich- 
net, so giebt JF die Richtung der Mittelkraft S) aus den Spannkräften 
D und D' an. Sind und u die Schnittpunkte der Geraden JF mit 
den Gurtungen, ferner Af" und AT* die für die Punkte und u be- 
rechneten Angriffsmomente, so ergeben sich die Spannkräfbe ftlr die 
Gurtungen; 

(40) = — ^ und U^ • ^' 



Tu ro 

wenn r^ das Loth von Punkt auf die untere Gurtung und r» das 
Loth von u auf die obere Gurtung bedeutet. 
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Die Spannkräfte D und D' werden durch Zerlegung von S) ge- 
funden, und bei Berechnung von 2) verfährt man genau so, als be- 
finde sich in dem fraglichen Felde nur eine die Punkte o und u ver- 
bindende Diagonale. 

Behufs Ermittelang der iT-Linie nach No. 77 werden den Punkten 

zugeschrie- 



und u die Gewichte Wo = -^ 

rl 



-— und w^ = 



femer die Werthe z^ = tPoyo9 z^ = w^y^ 



rl K 
Die Berechnung von 



Ht erfolgt dann nach Oleichiing 7. In der Regel sind die in No. 82 
angeführten Vereinfiu^hungen w^ = y« tind w^ = y^ zulässig oder — 
was noch mehr zu empfehlen ist — die Benutzung der parabelfbrmigen 
^- Linie. 

Zur Bestimmung der Orenzwerthe der Spannkräfte bedient man 
sich im Allgemeinen am zweckmässigsten der Einfiusslinien. 

84. Einfliuslinien f&r die Angriffbmomente und Spamikräftd. 
Die Einflussfläche für das Angrifibmoment 



(41) 



iC = lf,. — ^y^ = y.(^^ — f) 



ergiebt sich — wenn y^ als Mul- 
tiplikator angesehen wird*) — 
als denUnterscbied der (M^m ' Vm)' 
Fläche und der ^-Fläche. Nach 
Aufseichnung derjff-Linie Ä^ll 
(Fig. 221) trage man auf der /*/ 
Lothrechten durchs die Strecke 

^'^^' = 1^^ ab**), ver- 
binde A" und B' durch eine 
Gerade, bestimme auf dieser 
senkrecht unter tn den Punkt 
m und ziehe A'tn. Die schraf- 
firte Fläche ist dann die Ein- 
flussfläche für -¥«***); sie ge- 
stattet die 'Berechnung der 







Flg. 221. 



*) Yergl. Seite 174. Wir werden die Multiplikatoren der Einflussflächen 
mit |A bezeichnen und stets an die betreffenden Flächen setzen. 



Xm 



♦♦) Die zeichnerische Bestimmung von 1 • — ist in der Figur 221 ange- 

deutet werden. Der Verfasser zieht die Berechnung yor. 

♦*♦) Wäre A' A" = 1 ■ ari», so wäre das Dreieck A'm'B' nach Band I, S. 111, 
die Einflussfläohe für das Moment Jfom. 
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Grenzwertbe ^^oxM^ und „unM^ in der Form: 

««, JIC = (i (2 Pirj + (7 (F - F) + ft) 

^u Jlf. = — fJL {^Pr^ — g(F— F) + F,), 

wobei SPt), SPiq, F und F die auf Seite 188 erklärte Bedeutung 

+ - + - 

haben; dort ist auch gezeigt, dass man im Falle gleich langer Felder 
auch setzen darf: 

Figur 221 setzt voraus dass m der oberen Guitung angehört und 
die Belastung oben angreift. Ist m ein Knoten der unbelasteten Our- 
tung (Fig. 222), so beachte man, dass jedem Felde ^1^2 ®^® gerade 
Einflusslinie L^L^ entsprechen muss. 

Durch die Momente Jf« 
sind die Spannkräfte in den 
Ourtungen bestimmt. 

Bei Unterauobtiiig eines 
Ffillungsstabes gehen wir, mit 
Bezugnahme auf Fig. 216, von 
der fQr jeden Neigungswinkel 
^^/des Stabes gültigen Gleichung 
Dr^ =+^Mi aus und ermitteln 
zunächst die Einflnssfiäche für 
Mi = M,i — Hy,. Nach Auf- 
zeichnung der iT-Linie machen 

im ä'A"=\'—, Fig. 228, 

Fig. 222 y< 

ziehen die Gerade A" B\ be- 
stimmen auf dieser senkrecht unter % den Punkt %\ verbinden i und 
A' und tragen schliesslich die dem Felde ^1^2 entsprechende Gerade 
L^L^ ein. Fassen wir jetzt die in Fig. 228 schraffirte Fläche als Ein- 
flussfläche für die Spannkraft D auf, so ist der Multiplikator derselben 

ri 

Die Einflussflächen für D und Mt haben gleiche oder entgegenge- 
setzte Vorzeichen, je nachdem die Spannkraft D in Fig. 216 links oder 
rechts um i dreht. Bei Feststellung dieser Vorzeichen schlage man 
zur Vermeidung von Irrthümem folgenden Weg ein. Man nehme eine 




^'Ifäehe./i-y^ 
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rechts von F^ gelegene Last P an, und setze zunttchst ff=0, be* 

trachte also den Träger als einfachen Balken. Am linken Auflager 

h 
greift dann n\icÄ = P— an, und man erhält aus der Oleichung 




Fig. nv 





Fig. 825. 



Fig. IM. 



ÄXt — Dr< = mit P=l den Werth: 

WO t^ die unter P gemessene Ordinate der Oeraden B'A*' bedeutet. 
Fttr den Einfluss von H' = H9eooL hat man nun: iry< + 2>n = 0, 
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wofans jD = — ikHj weshalb sich im Qansen 

D = ii(\ — H) 

ergiebt, woraus für den Torliegenden Fall folgt: dass D positiv ist so 
lange ^"^ JS ist. ErwHgt man übrigens, dass die Gerade B'ä" die 
mit Xiiffi moltiplicirte ^- Linie ist, so braucht man zur Entscheidung 
der Vorzeicbenfrage nur den Einfluss von A und H' = HBec(i zu 
prüfen. So findet man in dem in Fig. 224 dargestellten Falle, dasa 
A sowohl wie H eine Zugkraft D hervorbringen und folgert dann, dasa 
die Ordinaten der Geraden B'A" zu denjenigen der iT- Linie zu fügen 
sind und dass die Einflussfl&che rechts von F^ positiv ist. Auf die* 
selbe Weise prüfe man die Figuren 225 und 226. 

Bislang haben wir vorausgesetzt, dass der Punkt i auf dem Zeichen* 
blatte liegt. Fällt er über dasselbe hinaus, so lässt sich der zur Fest* 
legung der Geraden B'A" dienende Werth Xt : y< sowie der Multipli- 
kator |i = y, : r^ wie folgt ermitteln. Man verlängere die Gurtstäbe O 
und U (Fig. 227) und ziehe an beliebiger Stelle eine Gerade ST pa- 
rallel zu dem links an den fraglichen Füllungsstab D.sich anschliessen- 
den Wandgliede jP^J^- Hierauf lege man durch S und T Parallelen 
2X1 A Fl und AF'^ bestimme deren Schnittpunkt »<, und messe die in 
der Fig. 227 mit iq^ &» P< bezeichneten Strecken, p« bedeutet das Loth 
von 8 auf den Stab D. Man erhält dann: 

Vi •»!< n 9i 

Der Punkt % liegt in der 
Geraden Ai^f was bei derN 
Vorzeichmibestimmung zu 
beachten ist. 

Auf ähnliche Weise Hesse 
sich auch die von der Ge- 
raden A'B" (Fig. 228). auf 
der Loihrechten durch B ab* 

'*«• ^- geschnittene Strecke 1 • — 

Vi 
ermitteln, doch ist dies nicht nOthig, da man die Gerade A' B" schnel- 
ler auf andere Weise bestimmen kann. Man muss nur daran denken^ 
dass der Geradenzug A' L^L^B' die Einflusslinie für die Spannkraft Z> 
des einfachen Balkens AB ist. 

In Fig. 228 ist beispielsweise die 2>- Fläche eines rechtssteigenden 
Fflllungsstabes dargestellt worden. Punkt i liege ausserhalb des Blattes; 
diiJier wurd^ Xiiyt^^kt^'^i gefunden« Die Hilfelinien zur Ermittelung^ 
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Ton <o sind wieder ausgelöscht worden. «« ergab sich oberhalb der Oe* 
raden ÄB^ und es liegt daher auch % oberhalb AB. Die Kräfte A 

und H' = JTsec a erzeugen in D Drücke, weshalb -4'-4" = 1 — ^ nach 

oben aufgetragen wurde."**) Zur Festlegung der Geraden L^L^ und 
A'L^ wurden zwei Verfohren angewandt, erstens die Bestimmung des 
Nullpunktes N auf dem im I. Bande, Seite 237, Fig. 225, gezeigten 
Wege, zweitens durch Ermittelung der Strecke L^T, welche die Geraden 
B'A'' und A'B" auf der Senkrechten durch den der belasteten Gur- 




Flg. 828. 



tung angehörenden Endpunkt F^ des Stabes D abschneidet. Wir wiesen 
früher das Gesetz nach: Zerlegt man P= 1 nach den Richtungen von 
und D und ist die zu D parallele Seitenkraft = [2>] , so ist L^ T 
= [D], vorausgesetzt, dass die Einflussfl&che den Multiplikator 1 hat *'*'). 

Da nun im vorliegenden Falle ein Multiplikator [jl = -^— eingeführt ist^ 

1 r 

so muss P = 1 ersetzt werden durch — = 1 — ^. An die Stelle von 

f^ Vi 



*) Die H-Linie wollen wir stets nach anten liegend zeichnen. 
♦♦) Vergl. Seite 208, Fig. 199. 
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[D] tritt jetzt der in Fig. 228 gefundene Werth Z. Die zweite Be- 
fitimmungsart der Geraden A'Li und L^L^ verdient natürlich den Vorzug. 
Es stehen nns aber noch weitere Wege zur Verfügung, den Linien- 
zug A'L^L^B' festzustellen, z. B. die in der Figur angegebene Verwen- 
dung der Punkte M und M', welche nach Ermittelung von Z die schnelle 
Bestimmung von B'B" gestattet. Sehr empfehlenswerth ist auch d as in 
Fig. 200 angegebene Verfahren, wobei aber die Strecken SR und VW 



nicht = P = 1 , sondern = — = 1 — ^ 

V- Vi 



zu machen sind."**) Man er- 



hält hier allerdings zunftchst eine geneigte Nulllinie A' B\ und muss 
deshalb, da man doch für alle Stäbe dieselbe IT- Linie benutzen will, 
den Linienzug A^L^L^B' zweimal zeichnen. 

Femer ist zu beachten, dass die Strecke A'A' = 1 • — - =Dj^ — 

Vi Vi 

ist, wo Da den absoluten Werth der Yon einem Stützenwiderstande 
^ = 1 im fraglichen Wandgliede erzeugten Spannkraft bedeutet, und 



Ti 



«benso lässt sich B'B" = Db — aus der durch jB = 1 hervorgerufenen 

Vi 

Spannkraft Db berechnen, während schliesslich 1 — ^ = 2)jr gleich dem 

Vi 
absoluten Werthe der Spannkraft in Folge einer in A angreifenden, von 
A nach B gerichteten Belastung 1 sec a ist. Hiemach kann man den 
Linienzug A'L^L^B' mit Hilfe von zweien der drei Strecken: A'A" 
= Da : Dhj B'B" = Db:Ds und Z bestimmen.**) 

Die Benutzung der Spannkräfte D^, D^, D^ liefert wohl die über- 
sichtlichsten und schärfsten Zeichnungen, vorausgesetzt, dass man die 
geringe Mühe nicht scheut, diese Wertfae durch Rechnung zu bestimmen. 
Man gehe dann von den Gleichungen (86) und (38) aus. 

Als Beispiel sei hier die 
Ermittelung der Da, Db, 
Dh für den auf S. 214 dar- 
gestellten Sichelträger mit- 
getheilt; denn gerade fEkr 
diese Trilger ist das frag- 
liche Verfahren besonders 
am Platze. Darch die un- 
teren Knotenpunkte- 1', S', 
&', 7', . . . • wurden senk- 
rechte Geraden gesogen, 
welche die obere Gurtuug 

*) Fig. 200 bezieht sich auf eine linkssteigende Diagonale. Ist D rechts- 
steigend, so betrachte man das Spiegelbild. 

**) Veigl. auch Band I, Seite 270, Fig. 266; dort worden die Da und Dm 
mit D' bezw. D" bezeichnet. 




Flg. 229. 
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in 1, 8, 5, 7y . . . schneiden*). Aus den Angriflfsmomenten Mu 3f|, M^, M^, Ifs, . . . 

findet man dann für jeden Belastungssostand für eine linkssteigende Diagonale: 

n ^. « -^*« M(m~ \) ^ D n ^a *^ -^» ^* 

Dwk 008 qpM = -T 7 Ä- ö. J^5 008 95 = - — 

Hm AfH-1 /ff ^4 

und für eine recbtssteigende Diagonale: 

n «^-^ _ -^(«»-i) ^*" • n n /»/vom — ^« -^4 

X^M 008 9m = -^ r- - 2. B. X;4 C08 94 = -— , 

nm~\ Hm n% A4 

Den Zuständen .4 = 1, ^ = 1, ^=: 1, entsprechen nun für den Knoten m 

der Reihe nach die Werthe: 

Mm = 1 • ar« , Af« = 1 • ar'm , Jf», = — 1 • yi„ 

80 dass man z. B. fQr D^ und 2)4 die Gleichungen erhftlt: 

Einfluss von ^ = 1 ; D5 cos 95 = -r^ r^; 2)4 cos 94 = -r^ r^ 

As A4 A, A4 



5 = 1;Z>6C08 98 = ^ — ^; />4C0894 = ^ 

^=l;Z>.co8 95 = -|^--?^;i)4eo894 = -r- 
A4 A5 A4 






Die Ergebnisse der Rechnung sind in den folgenden Tabellen zusammen- 
gestellt worden. 













Xm 


x'm 


ym 


m 


Xm 


X m = / — a?m 


hm 


y- 


hm 


hm 


hm 


1 


1,0 


19,0 


0,245 


0,72 


4,082 


77,550 


2,939 


2 


2,0 


18,0 


0,565 


1,44 


3,540 


31,858 


2,549 


3 


8,0 


17,0 


0,725 


2,00 


4,138 


23,448 


2,759 


4 


4.0 


16,0 


0,985 


2,56 


4,061 


16,244 


2,599 


5 


5.0 


15,0 


1,085 


2,96 


4,608 


13,825 


2,728 


6 


6,0 


14,0 


1,285 


3,86 


4,669 


10,895 


2,615 


7 


7,0 


13,0 


1,825 


3,60 


5,283 


9,811 


2,717 


8 


8,0 


12,0 


1,465 


3,84 


5,461 


8,191 


2,621 


9 


9,0 


11,0 


1,445 


3,92 


6,228 


7,612 


2,713 


10 


10,0 


10,0 


1,525 


4,00 


6,557 


6,557 


2,623 



Z>s cos 9t = 

Ds 008 9, == 

1)4 cos 94 = 

/>6 008 96 = 

/)« cos9e = 

A cosqp, = 

Z>S 008 9^ = 

D^ coe9» = 
Dio cos 9„ = 





Einfluss von 




A=l 


B = l 


H=l 


+ 0,542 


4- 45,692 


— 0,390 


+ 0,598 


— 8,410 


— 0,210 


+ 0,077 


+ 7,204 


— 0,160 


+ 0,547 


— 2,419 


- 0,129 


-0,061 


+ 2,930 


- 0,113 


4- 0,614 


— 1,084 


~ 0,102 


-0,178 


4- 1,620 


— 0,096 


+ 0,767 


- 0,679 


— 0,092 


— 0,329 


+ 1,055 


- 0,090 



*) Der bequemeren Schreibweise der Momente wegen ist die Bezeichnung 
der unteren Knotenpunkte anders gew&hlt wie in Fig. 207. 
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Mit Hilfe dieser Wertfae lassen sich die Einflusslinien für die Spann- 
kräfte D oder — was zweckmässiger ist — für die Deos9 sehr schnell anf*- 

tragen. Fig. 230^ zeigt die Z>BC08 9B*Fl^h®' ^^^ Einflüsse von A und H 

Q ^7g 

haben gleiche Vorzeichen und es wurde daher -4'-4" = 1 ■ -^r— = 1,85 auf 

der entgegengesetzten Seite der IT- Fläche abgetragen, damit sich die Einflüsse 

von Ä und H summiren. Die Gerade A'B" konnte nicht mittels der Strecke 

1 620 
B'B"= * =16,88 festgelegt werden, da dies zu viel Platz erfordert 

hätte, sondern wurde bestimmt mit Hilfe von FL^ = -^ • 16,88 = 5,06. Der 
Multiplikator der gezeichneten Einflussfläche ist fx = 0,096. 



< 



y 



}i9*^ \9^ Ir^*^ ^^ ff*^ 




Fig. 230. 



Wir wollen an der vorliegenden Figur noch die Berechnung der Spann- 
kräfte in Folge einer gleichförmigen Belastung erläutern und nehmen zu diesem 
Zwecke eine stöndige Belastung (7=1,45' f. d. m. der Stützweite und eine 
bewegliche jp = 2,6' an. Die Enotenlasten sind dann: ^X = 1,45 • 2,0 = 2,9' 
und pX = 2,6 -2,0 = 5,2'. Um m^D^ zu erhalten werden die Knoten rechts 
von Dg nur mit ^X belastet, die Knoten links davon mit gX = (g-^-pyk = 8,1'. 
Man misst nun: 

^ = ^ + t)4 + 1Q6 = 7,92; 2 = tie + 71,0 + 7)1, + 7)14+ 7),« + 7)n = 9,10 

+ - 
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XI 



0.50 






J^ 



^ 6.0Ü 
1P)J~30.9 



0.50 



lPif'f6,6 
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and erhält: 

^ D^ cos 98 = (1 /gXS — <7X2\*) = 0,096 (8,1 • 7,92 — 2,9 • 9,10) == + 3,6«. 

Vertauscht man g und q, so findet man: 
min Da cos 9, = fi fgXlL — q\^\ = 0,096 (2,9 • 7,92 — 8,1 • 9,10) = — 4,9'. 

Zu diesen Werthen tritt noch in Folge Erwärmung bezw. Abkühlung 

/>8C08 98 = + flJ3i.**) 

In den vorstehenden Untersuchungen wurden sämmtliche Einflussflächen 
aus derselben H-Linie mittels Ziehen weniger Geraden abgeleitet. Dieses ein- 
fache Verfahren führt bei den Gurtstäben stets zum Ziele, versagt aber zu- 
weilen bei Berechnung der Spannkräfte in den Wandgliedem; denn hier kann 
^ bei sehr nahe an der Geraden AB liegenden Punkten t vorkommen, dass 
die Werthe ar.ry,- (bezieh. DaiDh), welche bei endlichem Xi mit y<:=0 un- 
endlich werden, sehr gross ausfallen, und dass infolgedessen die fraglichen 
Einflussflächen zu viel Platz beanspruchen. Das Herausziehen eines Multipli- 
kators muss dann unterbleiben; die Einflussfläche ist zunächst für jEr= auf- 
sutragen, und hierauf muss der Einflnss von H mit Berücksichtigung der 
Vorzeichen hinzugefügt werden. In dem zuletzt durchgeführten Beispiele 

statt yöäf / ^^ ^^i = 70" " ^'^^ 

I statt — - • ' j machen, und schliesslich würde man die H-Linie durch die 

(0,099 H)- Linie ersetzen, wobei die Multiplikation der Ordinaten H mit 0,096 
nach Seite 175 am übersichtlichsten mit Hilfe eines Winkels, dessen Tangente 
= 0,096 ist, ausgeführt wird. 

Der Verfasser pflegt dieser letzteren Darstellungsweise nach Möglichkeit 
aus dem Wege zu gehen, indem er gleich von vornherein die H- Linie nach zwei 
verschiedenen Massstäben (unter Umständen auch noch nach einem dritten 
sehr kleinen Massstabe) aufträgt und dann die grössere If- Linie zur Unter- 
suchung aller Gurtstäbe benutzt, die kleinere zur Berechnung der Füllungs- 
glieder. Nur bei den Wandgliedern von Sichelträgem sind diese Massregeln 
zuweilen fruchtlos. 

Bezüglich der Einführung wagerechter Nullachsen sowie der übersicht- 
lichen Zusammenstellung der Einflussflächen und der Ergebnisse der Rechnung 
verweisen wir auf No. 73. 



c. Volittändifles Zahlenbeispiel. Berechnung einer Eisenbahnbfflclce mit Boflenträgern. 

(Tafel 3 und 4.) 

86. Eine eingleisige Eisenbahnbrücke soll zwei Hauptträger mit den in 
Fig. 231 auf Tafel 3 angegebenen Längenabmessungen erhalten. Die Knoten- 



♦) Vergl. Seite 184. Genauer ist max D coa <p =^ il (qF — gFy, doch ist 

der oben angegebene Weg schneller zum Ziele führend und sein Ergebniss 
genügend scharf. 

**) Wie man Ht in die Rechnung einführt, darüber giebt das in No. 85 
behandelte vollständige Zahlenbeispiel Auskunft. 
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Fig. 232. 



punkte der unteren Gurtungen liegen auf einer Parabel; die obere Gurtung 
ist wagerecbt. Das Gewicht der nach Fig. 282 angeordneten BrAckenbabn 

beträgt TOO'' f. d. Meter Gleis und das 

^* ^ n Gewicht der beiden Haupttrfiger und de» 

(.....^-f ,j \ Querverbandes wird nach Band I, Seite 42» 

j»^^ J mit 150 + 30/ = 150 + 80 . 20 = 750* in 

3 ^ X ; f Tfr Rechnung gestellt Es ist dann für jeden 

■■ ' ' ' ' -'-^' Haupttrilger y = J (700+750)*, mithin die 

st&ndige Belastung eines Trftgerfeldes : 
gl = 1450* = 1,45'. Die Raddrücke und 
Radstände der Fahrzeuge sind in Fig. 242 
(Tafel 3) angegeben worden. — Gesucht 
sind die Spannkräfte und Qnerschnittsab- 
messungen des Uauptträgers. 

1. Die H'Linie des vorliegenden Trägers wurde bereits in No. 81 (Seite 
221, Fig. 212) berechnet Das Querschnittsverhältniss F^iFu ist gleich 1 ge* 
wählt; demselben entsprechen die in Fig. 240 eingeschriebenen Werthe H. 

2. Die Spannkräfte S^ in Folge der ständigen Belastung wurden, nach 
Berechnung von ff, = 12,5'*) in Fig. 288 mittels eines Cremona^schen Kräfte- 
planes bestimmt und hierauf in die Fig. 284 eingetragen. 

3. Die Spannkräfte Sp in Folge der beweglichen Belastung sind mit 
Hilfe von Einflusslinien nach dem in No. 84 gelehrten Verfahren bestimmt 
worden. Dabei waren einige Vereinfachungen möglich, die sich aus der ge- 
wählten Trägerform ergeben. 

Liegt in Fig. 222 der Punkt m der unteren Gurtung auf einer Parabel 

=^ — , so erhält man für den Abstand des Punktes 



von der Gleichung y» 



m von der Geraden A'B^ den Ausdruck: A'A" 



l 



X^ Xm . l . 

= 1 ;- = 1 77.; und 

ym l 4r 



es ist daher der Ort von m eine zu ÄS^ parallele Gerade. Im vorliegenden 

Falle ist l = 20- und /"= 2,5-, mithin - = 2,0*, und durch diesen Werth sind 

4r 
sämmtliche 0* Flächen bestimmt; vergl. Fig. 240, in der die O3- Fläche durch 
Schraffirung hervorgehoben ist, und welche die Ordinaten der auf wagerechte 
Null-Linien bezogenen 0- Flächen liefert. 

Fig. 241 enthält die Darstellung der Einflussflächen für V^, ü^, ü^, U^. 
Behufs Ermittelung der (schraf Arten) C/«- Fläche wurde ^4'' gleich dem für 
den oberen Knotenpunkt 4 berechneten Werthe x« : ^«4 == jt« : A« = |' gemacht, 
sodann auf der Geraden 4t" B der Punkt 4' lothrecht unter 4 bestimmt und 
die Gerade JL4' gezogen. Da nun yo den festen Werth A« besitzt und die 
Trägerfelder gleichlang sind, so zerlegen die den Knotenpunkten 1, 2, 3 ent^ 
sprechenden Punkte 1", 2", 3" die Strecke ^4" in gleiche Theile**), und da- 
mit sind die Einflussflächen für C\, r/g, (4 bestimmt. Für den ersten Stab 



*) Vergl, Seite 221; dort wurde i?X = 2,90* der Werth ä;, = 25,0' ge- 
funden. 

**) Hieraus folgt, dass die Punkte 1', 2', 8', 4' auf einer Parabel liegen, 
l 
deren Pfeil = 1 7^- ist. 
4/1« 
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der unteren Gurtung erhält man Ui = Hsec Yi = 1,069 H und, da die in Fig» 
241 oberhalb der iJ-Linie eingezeichnete Laststellung den Horizontalflchnb 
ir, = 2PTQ = 48,2* erzeugt, I7i, = 1,069. 43,2 = 47,4«. 

Die Ermittlang der Spannkräfte in den Füllungsstäben wird durch den 
Umstand vereinfacht, dass sich die Gurtstftbe Ow-i und Um in demselben 
Punkte t schneiden wie Om und Um. Hat man also in Fig. 248 die Z>4-F]äehe 
mit Hilfe von AAi = X{^:ho als den ünt^schied der von Geraden begrenzten 
Fläche ALiL^BA und der IT- Fläche erhalten, so findet man die r,-Fläche 
(indem man LiL^ durch L'L'' ersetzt) als den unterschied der Fläche AL'V'BA 
und der IT- Fläche. Links Ton F^ und rechts von F^ stimmen also die Einfluss- 
flächen feir D4 und Fg überein; die Vorzeichen sind jedoch entgegengesetzte, 
• auch sind die Multiplikatoren yerschieden, nämlich fA = A«:r4 für die D«- 
Fläche und pi = A«! (^>^ — ^) f&r die F,*Fläche. Es liefert also die Fig. 244, 
welche die auf die H- Linie als gebrochene Nullachse bezogenen Z>- Flächen 
enthält, auch sämmtliche F- Flächen*). 




Fig. 243. 

Nach Aufzeichnung der Einflussflächen wurden auf den Tafeln 8 und 
4 die gefährlichsten Zugstellungen durch Probiren bestimmt und die den- 
selben entsprechenden Werthe 2Pt) und 2Pt) ermittelt; letztere sind nebst 

+ 
den Multiplikatoren auf den Tafeln angegeben. Die Multiplikation der Ordi- 
naten r\ mit den P ist mit Hilfe von Maassstäben ausgeführt worden. So 
wurde z. 6. auf Tafel 3 die IT- Linie im Maassstabe l' = 25"^ aufgetragen 



♦) Wir heben noch hervor, dass sich die Fo-Fläche, wegen r« = ^ — 
JTtg Yi = tg Y {A cotg Yi — a\ auch als den Unterschied der A cotg Yi-Fläche 
und der IT- Fläche deuten lässt. Der Multiplikator ist = 1 tg Yi = 8,0 : 6,67 = 
0,45. Die A cotg Yi- Fläche ist ein Dreieck AA^B^ welches bestimmt ist durch 
UTr = 1 cotg Yi = 6,67 1 3,0 = 2,22. 
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and hierauf wurden die den Raddrücken 6,5* und 4,5' entaprechenden Ordi- 
nalen der Einflusslinien mit den Maaaastäben 6,5' = 25"^ bezw. 4,5' = 25"^ 
gemessen. Für die Füllangsstftbe wurden auf Tafel 4 kleinere Maassst&be 
gewählt. 

Die Berechnung der von der beweglichen Belastung herrührenden Spann- 
kräfte S^ erfolgte nach den Formeln: 

Die Ergebnisse wurden in Fig. 236 zusammengestellt. 

4. £!influ88 der Temperaturänderung, Ausser den Spannkräften ;S^, und 
JS, entstehen in Folge einer (hier gleichmässig vorausgesetzten) Aenderung der 
Aufstellungstemperatur um f" noch Spannkräfte 5«, deren absolute Werthe 

Si = iim 
sind. Hinsichtlich der Vorzeichen ist zu beachten, dass ein positives Ht in der 
oberen Gurtung und in den Vertikalen Zugspannungen, in den übrigen Stäben 
Druckspannungen erzeugt. Wird t = + 35** G. angenommen, so ist (nach 
Seite 221) abgerundet Ä = ± 460 -Po, wo für Fo zur Sicherheit der grOsste 
Obergurtquerschnitt (der immer einem der mittelsten Felder angehören wird) 
gesetzt werden soll; derselbe wird wie folgt berechnet. 

Die obere Gurtung wird vorwiegend auf Druck beansprucht. Ist also a 
die zulässige Spannung, so muss sein: 

_ qFo =^nO = — |x2Ptq + 0, + 0t = '- jiSPt) + 0^ — jiÄ 
= — jiSPt) -\-0^ — iL 460 Fo 

and hieraus folgt: 

lL^Ft] — 0, 



a — 460»! 
Für das 5. Feld ist fx = 5,0, 2Ptq = 8,9, 0^ = — 10,0 mithin, wenn'cj=700* 
f. d. qcm = 7000* f. d. qm gestattet wird, 

^^ - 7000-460.5,0 - ^'^^^® ^'^^ 
Für das 4. Feld ergiebt sich: 

und man findet daher 

Ht = ± 460 Fomax = ± 460 . 0,01 16 = + 5,8' und 8t = ± 5,3 |x. 
Die hiernach berechneten Spannkräfte St sind in die Fig. 235 eingetragen 
worden; die oberen Vorzeichen gelten für den Fall einer Zunahme der Tem- 
peratur. 

5. Die Gesammtspannkräfte, welche durch Zusammenzählung der Ein- 
flüsse der ständigen und beweglichen Belastung, sowie der Temperaturänderung 
erhalten werden, sind in die Fig. 237 eingeschrieben worden. 

6. Ueber die gewählten Stabquerschnitte und die grössten Beanspruchun- 
gen giebt die folgende Tabelle Aufschi uss. Zu derselben ist zu bemerken, 
dass die untere Gurtung in der Nähe des Scheitels denselben Querschnitt er- 
halten hat wie die obere Gurtung, damit die in die Rechnung eingeführte 
Annahme P« : i^» = 1 erfüllt werde. Bei den vorzugsweiBe auf Druck bean- 
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spruchten Gurtätäben und Vertikalen wurden die Nietlöcher nicht in Abzug 
gebracht, wohl aber bei den von grösseren Zugkräften ergriffenen Diagonalen;. 



Obere Gurtung, (:= b: = Querschnitt.) 



Feld 


Winkeleisen- Inhalt des vollen 
Sorte Querschnittes F 


Grösste Spann- 
kraft 8 


S 

'= F 


5 u. 4 

3 
2 u. 1 


10.15.1,2 cm. 

10.10.1,0 „ 

7. 7.0,9 „ 


114 qcm. 
76 „ 

47 „ 


81000«' 
50 000 
30 000 


710* f. d. qcm. 
660 „ „ „ 
640 „ „ „ 



Untere Gurtung. (zzb: = Querschnitt.) 



Feld 

5 u. 4 
3, 2 u. 1 



Winkeleisen- 
sorte 



10.15.1.2 cm. 

10.10.1.3 „ 



Inhalt des yollen 
Querschnittes F 



Grösste Spann- 
kraft S 



114 qcm. 
97 „ 



66 000* 

67 000* 



580* f. d. qcm. 
690 „ „ „ 



Diagonalen. (1 p = Querschnitt.) 



Feld 



Winkeleisen- 
sorte 



Inhalt des vollen 
Querschnittes F 



Grösste Spann- 
kraft S 



8 



F—2d^ 



5 u. 4 
8 
2 

1 



14.14 


.1,4 


cm. 


11.11 


.1,3 


» 


9.9 


.1,3 


»• 


9.9 


1,1 


„ 



74 qcm. 
54 „ 
48 „ 
87 „ 



39 000 
29 000 
27 000 
21000 



580* f. d. qcm: 
600 „ „ „ 
720 „ „ „ 
650 „ ,, „ 



Vertikalen, (ip = Querschnitt.) 
Winkeleisensorte durchweg 7,5.7,5.1,2; F=SSqcm; iS' = 21000* 
21000 



33 



= 640* f. d. qcm. 



Die Knickfestigkeit der gedrückten Stäbe wird am besten mittels der Euler*^ 
flehen Formel beurtheilt. Hiernach soll das kleinste Trägheitsmoment J des 
Querschnitts bei 5facher Sicherheit mindestens sein: 

*" Tz^E ~~ 10 . 2 000000 

wo 8 die Stablänge in cm. bedeutet. Für die erste Diagonale ist z. 6. er- 
forderlich: 

5.10000.290' ^ 

10.2000000 
hingegen vorhanden : J=2. 189,7 = 279,4. Auf dieselbe Weise überzeugt man 
sich, dass auch die übrigen Stäbe genügende Sicherheit gegen Knicken bieten. 



*) d = Kietdurchmesser = 2,2 cm.; 5 = Eisenstärke = 1,4 bezw. 1,3 
und 1,1 cm. 

Müller-Breslau, Gnphiiche Statik, n. 16 

Digitized by VjOOQIC 



242 Zweiter Abschnitt. — § 7. 

7. Einfiuss des Querschnittsverhältnisses F^iFu» Es sollen noch einige 
Bechnungsergebnisse mitgetheilt werden, welche den Einflnss des Qaerschnitts- 
Terhftltnisses FdFu anf die Spannkräfte klarlegen. Nimmt man, anstatt 
F0:Fu=\, einmal F«:F« = 0,7 sodann F«:F« = 1,2 an, so erhält man die 
folgenden Ordinaten der H-Linie und Werthe IT, und Hti*) 

jr _/0,39W. „ _CO,77Y „ _/l,l8y jr _('1,42Y ,, _-/l,55^ 
^» — \0,87/ '' ^» — \0,73>'' -^»~Vi,06/' -"* — Vl.82>'' ^^» — V!,42/ 

^' = (sias) ^^ = (l2',2 ) J ^' = (410) ^' 
und hieraus ergeben sich für den stärkst beanspruchten Obergurtstab O5 die 
Werthe: 

^Pr. = ( 7,0y g _( 7,5\ 
-^ \10,1/' '^' — M2,5/' 

Der erforderliche Querschnitt Fo ist daher (vgl. Seite 240) 

während sich für /'•:F» = 1,0 der Werth Fo = 0,0116 91». ergab. 
Der Horizontalschub in Folge einer Temperaturänderung wird 



TT __ j. /540 . 0,0099\ _ . /5,3Y 
^* — " \420 . 0,0127/ — ^ \5,3/ ' 



er stimmt also mit dem für J^«:F« = 1 berechneten j9^ = + 5,8' überein, so 
dass die in Fig. 235 susammengestellten Spannkräfte St giltig bleiben. 

Für den Untergurtstab U4 (der stärker beansprucht wird als U^) findet man 

^^^^(li;?)' ^' = ~(6;9)' Ä = -17,9; KL = 8,87 

^,„U, = - ^2Pt) + 5, + Ä = - (JP. 

Diesen Spannkräften würden bei einer zulässigen Inanspruchnahme von 
a = 700*" f. d. qcm. die Querschnitte 

76 64 

^- = ÖJÖÖ = ^^® ^'"*- ^^'''- ^'- = ÖJÖÖ = ^^ «^- 

genügen. £!» ««< jedoch erforderlich, das in die Rechnung eingeführte Quer- 
schnittsverhältniss F« : Fu auch der Ausführung zu Grunde zu legen, oder sieh 
doch demselben möglichst zu nähern, da dieses Verhältniss von bedeutendem 
Einfiuss auf die Beanspruchung namentlich der oberen Gurtung ist; und es em- 
pfiehlt sich daher, die soeben berechneten Querschnitte F» zu ersetzen durch 

F fl9 F 127 

Fu=~=^=U2qem. bezw. durch Fu = j^ = j^ = \06 qcm. 

Für die Ausführung wäre nun streng genommen deijenige Werth Fo : Fu 
zu ermitteln, der den billigsten Träger liefert, welche Forderung man im yor- 
liegenden Falle auch durch die des kleinsten Trfigergewichtes ersetzen darf. 
Die g^aue Beantwortung dieser Frage würde aber sehr mühsame und zeit- 

♦) Vergl. No. 81, Seite 222. 

*'*^ > In den folgenden Wertiiangaben bezieht sich die obere Zahl anf 
Fo : Fu = 0,7, die untere auf Fo : Fu = 1,2. 
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Taubende Becbnnngen verlangen nnd kann daher nur angenähert gegeben 
werden. Daza beachte man, dass von den äusseren Kräften nur der Horisontal- 
Bchnb H Ton F9 : Fu abhängt und der Einflnss einer Aenderung von H desto 
grosser wird, je grösser \l ist. Da die Werthe p. der Gurtsiäbe nach den 
Kämpfern hin abnehmen, so werden aucb die Unterschiede der Stabkräfte 
für verschiedene Fo : Fu in den äusseren Feldern kleiner sein als in den mitt- 
leren. Dies zeigt in der That die folgende Tabelle, welche die abeoluten 
Werthe der grOssten Spannkräfte angiebt. 



F,:F, 


0, 


O4 
68 


0. 
46 

50 


0. 


Ol j 


üf^ l\ i l\ 


V, u, ; 


0,7 


69 
81 


29 

30~ 


18 


69 76 1 73 


70 72 


1,0 


18 


1 61 1 66 1 65 


64 1 67 


1,2 


89 


73 


50 


82 


14 


57 64 j 64 


68 65 












Tonnen. 





Da nun weiter eine Aenderung von H auf die Spannkräfte in den Füllungs- 
stäben einen bedeutend geringeren Einfluss hat als auf die Gurtkräfte, so ist 
ersichtlicb, dass es hauptsächlich darauf ankommen wird, das Gewicht der 
Gurtnngen der Mittelfelder miteinander zu vergleichen. Dieses Gewicht ist 
proportional Fo-{-Fut weshalb wir noch folgende Zusammenstellung geben. 



F.F. II 


Fo 


F. 


\Fo + Fu 


0,7 , 


99 


142 


241 


0,8 


105 


181 


! 286 


0,9 


111 


128 


j 234 


1,0 j 


116 


116 


282 


1,2 i' 


127 


106 


238 



qcm. 



aus welcher hervorgeht, dass sich wesentliche Unterschiede in den Gewichten 
der für die letzten vier Querschnittsverhältnisse berechneten Träger nicht 
herausstellen werden.*) Das Ergebniss, dass in der Nähe von Fo:Fh = 1 eine 
Aenderung dieses Werthes nur eine geringe Aenderung von Fo -\- F„ nach sich 
zieht, fand der Verfasser auch in anderen Beispielen bestätigt, und dies ist 
der Grund, der ihn veranlasste, dem Werthe jPo : ^1. = 1 den Vorzug zu geben, 
um so mehr als die gleichartige Ausbildung der beiden Gurtungen in der 
Nähe des Scheitels (Verwendung derselben Eisensorten) nur Vortheile bietet. 

8. Berücksichtigung der Längenänderungen der Füllungsstäbe bei Er' 
mittelung der H- Linie, Bei Berechnung der JET-Iinie wurden bislang die 
Formänderungen der Wandglieder vernachlässigt und auch hinsichtlich der 
Querschnittsänderung der Gurtungen Annahmen gemacht, welche der Wirk- 
lichkeit nicht ganz entsprechen. Es erscheint daher nicht unwichtig, die Zu- 



*) Man erwäge auch, dass sich bei Ausarbeitung des Entwurfs stets Ab- 
weichungen zwischen den berechneten und schliesslich gewählten Querschnitten 
ergeben werden. Z. B. haben wir vorhin 1^=116 durch F=:114 ersetzt. 
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lässigkeit jener Voraussetzangen zu prüfen. Wir wollen die genauere Beirech- 
nung der jS'-liinie nach drei verschiedenen Verfahren durchführen. 

Erstes Verfahren. Es werden die Spannkräfte S' für den Zustand 
if= — 1 (Figur 246, Tafel 4) und die denselben entsprechenden lilngen« 

S' 8*) 

änderungen A« = -^ (Fig. 247) berechnet, am besten für E=.\^ und nun 

wird für diesen Zustand ein Williot'scher Verschiebungsplan gezeichnet. Der 
Knotenpunkt V und die Richtung des Stabes F5 (vergl. Fig. 245) werden 
zunächst festliegend gedacht; es fällt dann F' und (da der Stab Vb spannungs- 
los ist) auch 5' mit dem Pole zusammen. Nach Bestimmung der Punkte 

4', IV\ 3', J/r, 0', A\ welche auf die in No. 82 beschriebene Weise 

erfolgt, ist man im Stande, die Biegungslinie für den Zustand fi"= — 1 zu 
zeichnen und die Aenderung ^a der Stützweite anzugeben. Diese letztere ist 
doppelt so gross, wie die wagerechte Verschiebung von A gegen den Knoten- 
punkt V nämlich 

8^ = 2.2200 = 4400"". 

Aus den in die Fig. 245 eingeschriebenen Ordinaten ^, $i der Biegungs- 
linie erhält man nun die Ordinaten 

o^ 
der IT- Linie, nämlich 

^ 41 ^ ^, „ 1750 ^ ^^ „ 3350 ^ ,^ „ 4790 \ ^^ 

^=4400="'°^' -»» = 1400 = <>'*«' ^» = 4400 ='^'^«' ^• = 4400 = *'«»' 
5930 . .. „ 6400 , .„ 
^*=44ÖÖ = »'«'^'^»=44ÖÖ = ^'*«' 
dieselben weichen von den früher berechneten Werthen: 

0; 0,38; 0,74; 1,09; 1,86; 1,47 
nur unwesentlich ab. Man findet nun weiter Hg=^ 12,6' (statt 12,5') und für 
den Stab Ob:2Pt) = 8,3' (statt 8,9'), erhält also nahezu dieselben Spannkräfte 

Sg und Sp wie früher. 

Nur für Ht findet man einen wesentlich anderen Werth , nämlich (nach 

Seite 144) 

, ^ , E\**) , Etil 200000 . 0,000012 . 35« .200 , ^ ^, ,_^ ^^ ^ „,, 
Ä = ±l-^ ^ = +-^- = ^-^^ = ±3,8' (statt 5,3'). 

Im Obergurtstabe 0« verursacht also eine Temperaturänderung um t =■ 
35" Gels, eine Spannkraft: Ä = -f 5 . 8,8 = + 19* (statt + 26,5'). Worin diese 
Abweichung ihren Grund hat, ist bereits auf Seite 217 gelegentlich der Unter- 
suchung der Douro- Brücke hervorgehoben worden; es ist ein Vorzug der 
Näherungstheorie, für Ht stets zu grosse Werthe zu liefern, da gerade die 
Schätzung von t auf sehr unsicherer Grundlage beruht, und es sich deshalb 
dringend empfiehlt, nicht zu günstig zu rechnen. Zu beachten ist auch, daas 



*) In diese Formel sind die vollen Querschnitte einzusetzen; dieselben 
sind in Figur 288 auf Tafel 3 zusammengestellt worden , die Stablängen in 
Fig. 239. 

**) Die Multiplikation des Zählers mit E ist erforderlich, weil 5^ für 
^=1 berechnet wurde. Zu beachten ist ferner, dass l in dm und E in 
Tonnen f. d. qdm auszudrücken sind. 
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ein Ausweichen der Widerlager um A? eine Äenderung von H um ^Hi= 

EM 
— 1 -^^ — yerursacht, so dass beispielsweise dem kleinen Werthe AZ^ö*"*" 

= 0,05*" bereits 

200000 . 0,05 



Aif=- 



4400 



= 2.3' 



entspricht. 

Als zweites Verfahren wählen wir das im § 2 beschriebene Stabzugver- 

fahren und berechnen zu diesem Zwecke zunächst die Aenderungen A^ der 

oberen Bandwinkel ^. In Fig. 248 geben die auf den einzelnen Stäben stehen- 

S' 
den Zahlen die Spannungen o' = -— für den Zustand /f = — 1 in Tonnen 

Jr 

für das gdm an und die in die Winkel eingeschriebenen Zahlen die Cotan- 
roj -C^Of (fj -Z,¥9 (XJ -3,07 (S) -3,öf M-tSä (S) '^,J9 




J a|., a|^ a|.. 



\i i 'l 


"^ 




y 




N 


\^< 


t. 


1 
4<i 


k 

! 




1 


}_ 



Flg. 248. 

genten dieser Winkel*). Die Aenderuug von Sg wird beispielsweise (für 7?= 1) 
Abs = 2,222 (2,43 + 3,07) + 0,450 (2,43 + 1,52) + 0,150 (2,96 + 1,52) + 2,122 
(2,96 — 2,35) + 0,300 (— 0,76 — 2,35) = -f 15,03, 
und auf diese Weise erhält man: 

Abo = — 2,42; Abi= + 5,33; Ab2 = + 7,93; A%= + 15,08; Aij, = + 33,54; 

Abs == + 46,94. 
Wird nun zunächst der Stab Vb festgehalten, so sind die Drehungs- 
winkel '^ der Obergurtstäbe (5) (4) ... (1) sowie der End vertikale (Ä©): 
4>, = 4 Abs = 23,47 ; Oi, = vl>B + Ab4 =^ 57,01 ; 1^.3 = vj., + A bg = 72,04 u. s. w. 
^^JJ = 79,97; vl>, = 85,30; ^^ = 82,88 



♦) Fig. 248 wurde verzerrt gezeichnet, damit die Zahlen in der Nähe 
des Scheitels Platz fanden. 
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und die den Stäben entsprechenden Werthe p (d. i. Drehungswinkel mal Stab** 
länge*) 

P5 = 20.23,47 =469,4*""; ?* = 20.57,01 = 1140,2«'"; p, == 20.72,04= 1440,8*"; 
Pj = 20.79,97 = 1599,4"-; p^ = 20.85,30 = 1706,0*"; Po = 30.82,88 = 2486,4*". 
Berechnet man nun noch die (in Fig. 247 zusammengestellten) Längen- 
änderungen A(5) = — 87,7, A{4) = — 70,2, .... A(l) = — 18,3, AÄ* = — 40,9 

der Stäbe (5), (4), (1), ho und reiht (nach Fig. 245) die Strecken 

A(5), P5, A(4), P4, A(8), pa, AÄo, Po 

aneinander, so erhält man dieselben Punkte 4\ S\ . . . . Ä\ deren Lagen Tor- 
hin mittels des Williot'schen Verfahrens festgelegt worden sind. Das Stabzug- 
verfahren erfordert etwas mehr Zeit, liefert aber übersichtlichere und Tor 
allem genauere Zeichnungen. 

Das dritte Verfahren besteht in der Herleitung der Biegungslinie aus 
den Momenten M eines einfachen Balkens, der mit den Glewichten A^i, ^^f, 
... A^6» belastet wird. Man findet für diese Momente die Werthe 

Jfi = 1706,0; Jf, = 3305,4; lf8 = 4746,2; Jf4 = 5886,4; 3f8 = 6855,8 
fugt ZQ denselben die Verkürzung (40,9) der Endvertikale (Fig. 248) und erhält 
«1 = 1746,9; «, = 3846,8; «8 = 4787,0; «4 = 5927,3; «5 = 6896,7. 
Die dem Zustande H=—l entsprechende Aenderung der Stützweite 
wird nach Gleich. (4) auf Seite 98 (mit Ez=i) 
«^ = Äo2:A5^ + XS(y' 

= 30 [46,94 + 2 (33,54 + 15,03 + 7,93 + 5,33 — 2,42)] 
— 20 (4.39 + 3,51 + 3,07 + 2,43 + 0,91) 2 = 4400,4 
und es ergiebt sich daher: 

„ «o 40,9 ^.^ _. 1746,8 ^^^ 

^•=«T=44öö;i=''''' ^^=-4-4öö;4=''*'^ "•«•^- 

Ein viertes Verfahren würde in der Berechnung der «-Linie auf dem in 
No. 47 gezeigten Wege bestehen. Die Gewichte to werden hier unmittelbar 
aus den lÄngenänderungen der Stäbe berechnet, während die Bestimmung 
Yon «^ nach No. 48 zu erfolgen hat. Wir halten die Durchführung der Zahlen- 
rechnung für entbehrlich, da dieses Verfahren bereits auf Seite 126 bis 128 
durch ein Beispiel erläutert worden ist. 



d. Einführung der Kampferdrucklinie und der zweiten H« Linie. 

86. Die Eämpferdraoklinie ist der geometrische Oxt des Punktes 
F, Fig. 249, in welchem die von einer Einzellast hervorgemfenen Eämpfer- 
drücke Ki und K2 diese Last treffen ; zur Bestimmung derselben zeichne 
man die Einflusslinien für die Stützen widerstände A und R und setze Ä 
mit H' = HsecoL zur Mittelkraft K^ zusammen. Der in senkrechter 
Richtung gemessene Abstand yj des Punktes F von der Geraden ^B ist 



*) Vergl. Sei^ 87. Nicht zu yerwechseln mit der im § 5 eingeführten 
Bezeichnung p = ^^. 
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duich die Gleich. yi:a = A: H gegeben. Mit A = 



Fb 



folgt hieraus: 



(42) 



P ab 



In Fig. 249 haben wir der Einfachheit wegen die IT- Linie und 
anch die Eämpferdmck-Linie stetig gekrümmt gezeichnet. Meistens ist 
die JET-Linie ein Po- 
lygon, dessen Ecken 

den Querträgern 
entsprechen, und es 
setzt sich dann auch 
die Eftmpferdruck- 
Linie A^ Bq nach 
Fig. 251 aus einzel- 
nen Eurvenstücken 
zusammen, die in 

den Trennungs- 
punkten 2q, 4o, . . . 
keine gemeinschaft- 
lichen Tangenten 
besitzen. 

Wird die Ein- 
flusslinie für den 

Horizontalschub H eines Trägers von nahezu unveränderlicher Höhe h 
durch eine stetig gekrümmte Parabel ersetzt, deren Gleichung nach 
Seite 224 




lautet, so ergiebt sich 
(48) 



„ SPab 



3v 



und hieraus folgt dann, dass die Eämpferdrucklinie eine zur ScMuss- 
link AB parallele Gerade ist. 

87. Belastungssoheiden. Im I. Bande wurde die Eämpferdruck- 
linie des Dreigelenkbogens zur Ermittelung von Belastungsscheiden be- 
nutzt; sie lieferte gewisse ausgezeichnete Punkte der Einflusslinien und 
führte zu mancher Vereinfachung bei Auftragung dieser Linien. In 
ähnlicher Weise lässt sich natürlich auch die Eämpferdrucklinie des 
Bogens mit zwei Gelenken verwerthen. Wird z. B. die Einflusslinie 
für das Angriffsmoment Mm gesucht, so lege man durch das linke (Ge- 
lenk und den Enotenpunkt m eine Gerade und bestimme den Schnitt-. 
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pnnkt E derselben mit der Kämpferdmcklinie. Einer durch E gehen- 
den Last entspricht ein durch m gehender Kftmpferdmck K^ and mithin 
ein Moment J/m=0, woraus dann folgt, dass lothrecht unter E der 
Nullpunkt Eq der gesuchten Einflussfläche liegen muss, und damit ist 
der Linienzug A'm'B' und in Folge dessen auch die schrafQrte if«,- 
Fläche bestimmt. Es verdient indess hervorgehoben zu werden, dass 
die Ermittelang der Einflussflächen auf dem in No. 84 gewiesenen Wege 
im allgemeinen den Vorzug verdient, weil die Aufzeichnung der Eäm- 
pferdrucklinie des Zweigelenkbogens in der Regel wesentlich umständ- 
licher ist als die des Bogens mit drei Gelenken. Auch liefert das 
frühere Yerfahren schärfere Zeichnungen. 

88. Die Bweite JET- Linie. Die Verkehrslast eines Bogenträgers 
sei von B aus um die Strecke ^ vorgerückt und erzeuge in dieser Lage 
(Fig. 250) am linken Auflager die Widerstände A und H. Letztere 
seien aü der Stelle ^ als Ordinaten aufgetragen; ihre Endpunkte be- 
schreiben, während die Last von B bis A vorgeschoben wird, zwei 

Linien, welche zur Unter- 
£ >: Scheidung von den Einfluss- 
linien für A und H die zweite 
A'Linie bezw. die ziceite H- 
Linie genannt werden sollen, 
und zuweilen mit Vortheil 
zar Berechnung der grössten 
Spannkräfte in den Füllungs- 
stäben verwendet werden 
können. Die zweite ^-Linie 
wurde bereits (unter der 
Bezeichnung: -4- Polygon) im 
I. Bande bei der Berechnung 
der Balkenbrücken benutzt; ihre zeichnerische und rechnerische Ermitt- 
lung findet sich dort auf Seite 114 bis 115, 122 bis 125 und 158 
(Oleich. 6). Die zweite ^- Linie aber bestimmt man, indem man H ftir 
verschiedene Zugstellungen mit Hilfe der Einflusslinie für H berechnet 
Die Anwendung dieser beiden Linien ist zu empfehlen, sobald sich 
für die Mehrzahl der Füllungsstäbe nur eine Belastungsscheide ergiebt 
und diese in dem Felde F^ F^ (Fig. 223 bis 226) liegt, welches der 
durch den fraglichen Stab und ausserdem noch durch zwei Gurtstäbe 
geführte Schnitt trifiPt, ein Fall, der namentlich bei parabelförmigen 
Sichelträgern vorkommt. Hier sind die Belastungsgesetze meistens die- 
selben wie für den einfachen Balken, weil der Einfluss von H verhält- 
nissmässig gering ist, und es stellt sich in der Regel heraus, dass in 
einer linkssteigenden Diagonale D (Fig. 250) der grösste Zug bezw. 




rig. 250. 
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der grösste Druck auftritt, je nachdem die Belastung von B aus bis ^2 
oder von A aus bis F^ reicht.*) 

Wegen der verhältnissmässig kleinen Feldweiten der Bogenbrücken 
erweisen sich in der Regel die im I. Bande als Grundstellungen bezeich- 
neten Lagen der Yerkehrslast als die ungünstigsten; d. h. es ist die 
erste Achse des von B aus vorrückenden Zuges über F^ zu setzen und 
die erste Achse des von A aus auffahrenden über F^, Will man bei 
grösseren Feld weiten sieher gehen,' so nehme man die erste Achse et- 
was stärker belastet an. Man vergl. das im I. Bande in No. 154 und 
152 über die Berechnung von Balkenbrücken gesagte. 

Sind nun D^ und Du die Spannkräfte, welche in dem fraglichen 
Füllungsstabe D in Folge ^ = 1 bezw. H= i hervorgerufen werden, 
so ist der Einfluss der von B bis F^ vorgeschobenen Yerkehrslast: 

^D = AD^+HD^, 

und ebenso erhält man den Einfluss der von A bis F^ reichenden Be- 

WO B und H die am rechten Auflager hervorgerufenen Widerstände 
sind und Dj, die Spannkraft in Folge -B = 1 bedeutet. 

89. Zahlenbeispiel. Es liege der in Fig. 251 dargestellte Träger vor, 
dessen If- Linie auf Seite 214 ermittelt wurde, ^o^o^o • • • Bo ist die Kämpfer- 
drucklinie; sie wurde nach No. 86 bestimmt; ihre äussersten Theile sind ge- 
rade Linien Ao2q und ^ol^o» welche bezw. durch B und A gehen, wie sich 
leicht aus Gleichung 42 folgern lässt. 

Die ständige Belastung sei ^ = 1,45' f. d. m., also für ein Feld: ^X = 
1,45.2,0 = 2,9'; die bewegliche Belastung bestehe aus einem Eisenbahnzuge 
mit den in Fig. 251 angegebenen Achsenlasten und Radständen. Die in die 
Figur eingeschriebenen, den Knoten der oberen Gurtung entsprechenden Ordi- 
naten der zweiten yl -Linie wurden mit Hilfe der Tabelle I auf Seite 123 dea 
I. Bandes berechnet, und die Ordinaten der zweiten ff- Linie auf die in No. 79 
an einem Beispiele gezeigte Weise aus der Einflusslinie für H. Gesucht seien 
die Grenzwerthe der Spannkraft Dg. Die Einflüsse Da, Db, D/r von ^ = 1^ 
B = l, H=l sind bereits auf Seite 235 berechnet worden. 

Zunächst ist anzugeben, bei welchen Laststell ungen diese Grenzwerthe 
entstehen. Bewegt sich über den Träger eine Einzellast von B bis 8, so be- 
schreibt der zugehörige linke Kämpferdruck den Winkel BqA^q; er dreht 
stets links um den Schnittpunkt i von und (/, und es kann ihm daher nur 
durch einen rechts um t drehenden, am linken Trägerstücke angreifenden 
Druck Z>s das Gleichgewicht gehalten werden. Rückt die Last von A bis 6 
yor, so beschreibt der rechte Kämpferdruck den Winkel AoBüot er dreht link» 
um i und erzeugt einen Zug Z>g, welcher, am rechten Trägerstücke angreifend, 
rechts um i dreht. Es entsteht also minD bezieh. mowD, jenachdem der Eisen- 
bahnzug yon B bis 8 oder yon A bis 6 vorgerückt ist. 



*) Ob dieser Fall vorliegt oder nicht, kann auch mit Hilfe der Kämpfer- 
dtuckHnie entschieden werden; yergl. No. 89. 
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<J— ----- 



Der von B bis zum Knoten 8 yorgeschobene Eisenbahnzug erzeugt am 
linken Auflager: Ä = 25,7 und B = 59^ In Folge yon A = i würde entstehen: 
AcoB9e = — 0,178 und H=l würde erzeugen: Dg cos 9$ = — 0,096. Da- 
her entsteht in Folge der Verkehrslast: 

•^H De 008 9e = — 0,1 78 . 25,7 — 0,096 . 59 = — 10,24*. 
' Zur Herrorbringung yon maxD^ muss der Eisenbahnzug yon A bis 6 vor- 
gerückt werden; es entsteht dann am rechten Auflager: ^ = 9,0*, J7=S1"*) 
und man erhält (da B=l den Einfluss Dg oos 9$ = + 1*^20 ausübt): 
««r Dg cos 9e = + 1,620 . 9,0 — 0,096 . 31 = + 11,60'. 



Druck 




^- '' ^ J^ Jn* r r P ^ 



"=*^ 



U*:?%H 



%s,* 









w 



..-- 9^7i 



^--<kii 



«♦ 



ö»' 



.-Oygt 



..-°»'' 

--<^* 



--V'" 



.-■o»' 



Flg. 251. 



, -I- ^ + i^ + ^ + f*ö) = 2.1 yi = 6.2« «nd die 



Der Einfluss der stilndigen Belastung wird nun wie folgt bestimmt Die 
rechts vom Schnitte ii in den Knotenpunkten 8 bis 18 angreifenden Lasten 

i,X erzeugen: ^ = ^X(^ + -^ + -+- + - . ^^, 

(1 2 3 4 \ 
Tq+ {0+10+ 10/ ^^»^^^~^'® 
hervor; femer ist nach Seite 214 der von der gesammten ständigen Last her- 
vorgerufene Horizontalschub ir, = 21,5^ weshaJb der Einfluss von g auf D«: 

Dg cos 98 = — 0,178 . 6,2 + 1,620 . 2,9 - 0,096 . 21,5 = + 1,53' 
gefunden wird. Im ganzen erzeugt also die Belastung: 

n.in Dg COS 98 = — 10,24 + 1,53 = — 8,7' 

.K« Dg COS 98 = + 11,«0 + 1.53 = + 13,1' 

wozu noch der Einfluss der Temperaturänderung mit Dg cos 9b = — 0,096 H% 



*) Diese Werthe sind den Spiegelbildern der in Fig. 251 gezeichneten 
Linien zu entnehmen; sie erscheinen in Fig. 251 unter dem Knotenpunkte 14. 
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t= 4: 0,096 . 733 ^e hinzutritt, wenn i^ den Mittelwerth der Gortquerschnitte 
bedeutet. 

In derselben Weise dürfen die Spannkräfte D«, D^, D^y Dj, Dg, Z>io be- 
rechnet werden. Für D^ und Dg gelangt man zu anderen Belastungsgeeetzen; 
es yerdient dann die Anwendung der Einflusslinien den Vorzug.*) 

90. Nähemngsformeln für die sweite JJ-Linie im Falle gleichmässiger 
Belastiing. Die Verkehrslast sei =pf.d. Längeneinheit der Stüteweite l und 
bedecke die Strecke S, Fig. 252 ; 
einem Lasttheilchen pdx ent- 
spreche der Horizontalschub 

dH. Dann \»tH=\dH, und 

es lässt sich H als Funktion von 
i darstellen, sobald dH als 
Funktion von x ausgedrückt 
werden kann, eine Aufgabe, 
deren Lösung für den in No. 80 
behandelten parabelfOrmigen 
Sichelträger und den in No. 82 
untersuchten Bogenträger mit 
nahezu unveränderlicher Hohe 
h zu einfachen Ergebnissen führt. 

a. Der parabolische Sichelträger, Ersetzt man in Gleich. 14 (Seite 218) 
F durch pdx, femer a durch l — x und b durch x, so erhält man 




dH 



l 1---X 

a;"^"" l 



und, indem man diesen Ausdruck von o bis S integrirt: 

' jj ^ 3pl*(f. + f.)UP+l6f,fu )a - fof.o."] 



lognatj-^) 



<44) 



8 «•(/■.• + A'') + 32 /■,«/•"• 



■0« =i|y + -^lognat. ^ 
unda" = 4^(3-2 \) 



log nat. 



-^1 



Zur Erleichterung der Berechnung diene die folgende Tabelle, in welcher 
die Werthe a' und a" für S = bis g = 0,5Z angegeben sind und zwar für 
10 Theilpunkte der halben Stützweite. Der Verlauf der zweiten £^-Linie für 
^ >- 0,5 2 ergiebt sich aus der folgenden Betrachtung. 

Ist Co Eo (Fig. 252) die Ordinate der gesuchten Linie für S = 0,5 {, so ent- 
spricht der vollen Belastung die Ordinate ÄA' = 2CoEo. Bedeckt nun die 
Last von B aus die Strecke / — S, so nehme man zunächst gänzliche Belastung 
des Trägers an und bringe den Einfluss einer von A aus um S vorgeschobenen 
Belastung in Abzug, indem man von einer durch A' zw AB gezogenen Paral- 

*) Die Berechnung von 2>, ist überflüssig, da man am Bogenende ein 
volles Stehblech anordnen wird. 
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lelen aus die Strecke CE". 
■weiten IT- Linie. 



CE abtrfi^. Es ist dann E* ein Punkt der 



l 


a' 


a" 


l 


OL- 


a" 


0,05 


0,00140 


0,0097 


, 0,30 


0,02920 


0,2880 


0,10 


0,00471 


0,0373 


j 0,85 


0,03707 


0,3 757 


0,15 


0,00941 


0,0810 


. 0,40 


0,04534 


0,4693 


0,20 


0,01520 , 


0,1387 


0,45 


0,05 38S 


0,5670 


0,25 


0,02185 


0,2083 


1 0,50 


0,06250 


0,6667 



In J'olge gänzlicher Belastung (i = l) entsteht: 



(45) 



H 



_pi'ifo + fu)m^+ißfofu) 



Ersetzt man in dieser Formel p durch g, so erhält man den Einfluss der 
ständigen Belastung. Für den in No. 79 in anderer Weise behandelten Sichel- 
träger ergiebt sich z. 6. wegen ^ = 1,45': 



H, 



_ 1,45 . 20« (4,0 + 2,5) (3 . 20« + 16 . 4,0 . 2,5) 



= 21,4' 



8 [3 . 20» (4,0» + 2,5*) + 32 . 4,0* . 2,5«] 
ein Werth, der von dem früher erhaltenen 1/, = 21,5' fast gar nicht abweicht* 

b. Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe h (Fig. 218 und 214 
auf Seite 222). Hier empfiehlt es sich, von der parabelförmigen Einflusslinie 
für H auszugehen uud Gleich. 29 auf Seite 224 zu benutzen. Man erhält dann 
für ein Lasttheilchen pdxi 

3pdx.x{l — ar) V 

^^= Tfi 

und, indem man diesen Ausdruck von bis i integrirt, 
(46) ,,= ^i!.|L(3_2l) 

Zur Erleichterung der Berechnung der //-Linie diene die folgende Tabelle, 

deren Werthe noch mit -- v zu raultipliciren sind. 
8/ 



l 


H 


l 


H 


0,05 


0,00725 


0,30 


0,21600 


0,10 


0,02800 


0,35 


0,28175 


0,15 


0,06075 


0,40 


0,35200 


0,20 


0,10400 


0,45 


0,42525 


0,25 


0,15625. 


0,50 


0,50000 






.pj\ 



(47) 



In Folge gänzlicher Belastung des Bogens entsteht 
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und in Folge der ständigen Belaatcmg 
(48) 



"■-'fr- 



Die Ziffer v ist nach einer der Gleichungen 
zu berechnen. 



28, 30, 81, 32 (Seite 224 u. 225) 



Aufgabe. Gesucht sei die durch eine gleichförmige Belastung p her- 
Yorgerufene Spannkraft maxDp des linkssteigenden Füllungsstabes eines Trftgers 
Yon nahezu unveränderlicher Höhe h, Fig. 253. Es sollen die zweiten Linien 
für Ä und U sowie die Eämpferdrucklinie benutzt werden; wobei es erlaubt 
«ei, die Lasten unmittelbar am Bogenträger angreifend anzunehmen*). 



^-/^ 



-o* 





C.,.rr^ 








A 


\l 


1 11 










li^ 


t-4^ 




F 1 1 1 1 




\/ \^/\>"'"-~i 


! 




.^^v 


±_:r:'<M 



r% 



^^"^ 



Fig. S53. 

Die E&mpferdrucklinie ist nach No. 86 eine wagerechte Gerade im Ab- 
stände i/'iSv Yon der AB\ sie wird von der durch das Gelenk A und den 
Schnittpunkt i der Stäbe und XJ gelegten Geraden in E geschnitten. Die 
Senkrechte durch E ist eine Belastungsscheide, denn eine durch E gehende 
Last ruft am linken Auflager einen Kämpf erdruck hervor, der die Richtung 
Ai hat und das Moment Jtf^ = erzeugt Lasten rechts von E verursachen 
bei A Eämpferdrücke, welche links um i drehen und den fraglichen Stab Z) 
auf Druck beanspruchen, denn eine am Trägerstück links vom Schnitt tt an- 
greifende Zugkraft würde ebenfalls links um i drehen. Durch Lasten, welche 
zwischen E und F^ aufgebracht werden, wird Z> gezogen, während Lasten 
links von F^ wieder Drücke D hervorbringen. Dies letztere einzusehen, stelle 
man für die rechts von it angreifenden Kräfte die Momentengleichung in Be- 
zug auf i auf. Die Aufsuchung der Belastungsscheide zwischen F^ F^ darf 
man sparen; man rechnet genügend genau, wenn man behufs Erzeugung 
von mmD den Träger zwischen E und der MitiB C des Feldes Fi F^ belastet 
und den auf den Querträger J^i entfallenden Theil der Belastung des Feldes 



*) Rechnet man mit gleichförmiger Belastung (die stets einer Sohäisung 
unterliegt), so ist die Annahme unmittelbarer Belastung immer zulässig. Man 
gestalte dann überhaupt die Untersuchung möglichst einfach. 
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Fl jPt unberücksichügt lässt, also links von tt nur die äusseren Krftfte A und 
H annimmt. Dabei ist A gleich dem unterschiede der bei C und E ge- 
messenen Ordinaten der zweiten ^- Linie, und ganz entsprechend wird auch 
H gefanden. Schliesslich erhält man mit den aaf Seite 234 eingeführten Be- 
zeichnungen Da und Dh: 

nu^D==DAA + DHH.*) 

Man könnte auch A und H zum Eämpferdrucke K zusammensetzen und hier- 
auf nach Band I, No. 195 verfahren. 

Wird min D gesucht, so werden die Einflüsse der auf den beiden negativen 
Beitragsstrecken A^C und EBq aufzubringenden Belastungen getrennt er- 
mittelt und dann zusammengezählt. Wird die Strecke Ao C belastet, so handelt 
es sich um die Bestimmung der am rechten Auflager hervorgerufenen Wider- 
stände B und H. 



e. Formeln für die Momeiite gleichinaMi9 belasteter Bo9enträ96r, <f n Jg- Linie 

eine Parabel ist 

9L Es handle sich um Bogenträger von nahezu unveränderlicher Hohe 

h (Fig. 218 u. 214 Seite 222), deren IT-Linie nach S. 224 eine Parabel von der 

3Z 3^ 

Pfeilhohe — v = — 1> ist, wobei zur Abkürzung 




Fig. 155. 



gesetzt werden möge. Die Kämpferdrucklinie ist eine wagerechte Gerade im 
Abstände |f' von der AB,**) 



*) Wir erinnern daran, dass es häufig zweckmässiger ist, Dcos^ zu be- 
rechnen. 

**) Es wird wie in der Aufgabe auf Seite 253 die zulässige Annahme 
unmittelbarer Belastung gemacht 
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Gesncht seien die Grenzwerthe der Momente If and IT** für die Knoten- 
punkte der oberen und u der unteren Gurtung. 

Wir bestimmen zunächst den Einfluss der ständigen Belastung g, welche 

gl* 

den Horizontalschub ^, = ~ v hervorbringt, legen durch die Kämpfergelenke 
A und B eine Parabel ASB, deren Pfeilhöhe 

= /|, = T = ^'(^*2'^'^) 

ist und messen die senkrechten Abstände Co und Cu der Punkte o und u von 
jener Parabel. Liegt o oberhalb und u unterhalb der Parabel ASB^ so ist: 



(49) 






Gelingt es nun, die Momente mtmM^p und minM% in der Form 

darzustellen, so sind die Grenzwerthe yon Mo und Mu (nach der auf Seite 185 
durohgefahrten Untersuchung): 



(50) 



(51) 



l* 

^^0—_gCo—pCo— Htifo 
l* 

r Af*= — QjfCo +pCo + Äy» 
..¥"= + ^ -^ Cu—pCu — Htyu 
rM-= + qj^Cu + pCu + Htyu 



wo Ht den absoluten Werth des Horizontalschubes infolge einer Temperatur- 
änderung bedeutet. 

Zur Ermittelung yon mi»M^p legen wir durch A und o eine Gerade, 
welche die Kämpferdrucklinie in der Belastnngsscheide E schneidet, bestimmen 
senkrecht unter E den Punkt N der JT- Parabel und erhalten in dem schraffir- 
ten Parabelabschnitte den zur negativen Beitragsstrecke B^E gehörigen Theil 
der Jf''- Fläche. Der Inhalt dieses Abschnittes verhält sich zum Inhalt der 

i/- Fläche wie K:2», ist also = ^-|-^vZ = g|^ und daraus folgt, das» 

die von B^ bis E reichende Belastung das Moment 

(58) -'•'^''=-i'^w=--m 

erzeugt. Schneidet nun eine durch B und o gelegte Gerade die Kämpferdruck- 
linie innerhalb der Stützweite in Eiy wie dies Fig. 254 voraussetzt, so muse 
noch die Strecke AoE' belastet werden, und es entsteht dann: 

(54) «.■nJf«, = -|^^ (« + ?;») 
In diesem Falle ist 

(55) Co = g^^(S5 + eo'>). 
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Liegt E^ links von Ao^ so ist in vorstehender Gleichung So' = zu 



setzen. 

Ganz ebenso erhält man für C« den Ausdruck 

<56) a. = 3^"^(m-£«'»). 

Anmerkung. Weitere analytische Untersuchungen dieser Art findet der 
Leser in des Verfassers „Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrücken*, 
Berlin 1880. Dort ist allerdings nur der Fall v = l behandelt worden, und 
es unterscheiden sich daher die gewonnenen Formeln yon den hier abgeleiteten 
dadurch, dass ^ an die Stelle von f tritt Dem Leser wird es hiemach keine 
Schwierigkeiten bereiten, auch die in dem angeführten Buche fßr EinzeUasten 
gegebenen einfachen und bequemen Gleichungen für den Fall eines von 1 
verschiedenen Werthes v umzubilden. 



§ 8. 

Zwelgelenkbogen mit gesprengter Zugstange und verwandte 

Trägerarten. 

92. Eine fttr Dachstühle wichtige Anordnung des Bogens mit zwei 
Gelenken ist die in Fig. 256 dargestellte. Die Kämpfer Ä und B sind 

durch ein Zugband yer- 
p«^ Tp ; bunden, welches mit 

"^^ _ röT/ . jgj^ Fachwerkbogen 

durch senkrechte Stäbe 
befestigt ist; das Auf- 
lager Ä ist fest, das 
andere {B) wird auf einer 
wagerechten Geraden 
geführt. Zur Bestim- 
mung der Stützen wider- 
stände sind die Gleich- 
gewichtsbedingungen 
ausreichend ; der Träger 
verhält sich in dieser 
Beziehung wie ein ein- 
facher Balken; er ist 
jedoch innerlieh statisch 
unbestimftU. Als statisch 

nicht bestimmbare 
Grösse wird zweckmässig 
die wagerechte Projektion H der Spannkraft des Zugbandes eingefühi-t; 
dieselbe ist für alle Glieder gleich gross, ffleht man von einem Punkte 
O aus Parallelen zu den Stäben J, 11^ III ^ ... so schneiden diese auf 




Fig. 256. 
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einer im Abstände H von eingetragenen Senkrechten die Spannkräfte 
Z der Hängestangen ab, und die Längen der yon ausgehenden Strahlen 
geben die Spannkräfte Si, Snt Snn ... der Stäbe /, 77, 777, ... an. 
Damit sind alle am Fachwerkbogen angreifenden Kräfte bekannt. 

Will man die Stabkräfte aus den Momenten 3f berechnen, so führe 
man durch m einen senkrechten Schnitt und zerlege die Spannkraft der 
geschnittenen Zugstange in eine senkrechte und eine wagerechte Seiten- 
kraft; die erstere geht durch den Drehpunkt m, und die letztere übt 
das Angriffs-Moment — TTy^ aus. Da nun die äusseren Kräfte mit 
denen eines einfachen Balkens übereinstimmen, so erhält man 

(1) M^ = M.^ — Hy„ 

d. i. dieselbe Gleichung, welche auf Seite 225 für den Bogen mit festen 
Kämpfergelenken gefanden wurde. Nur bedeutet jetzt y nicht mehr 
den Abstand des fraglichen Knotenpunktes von der Geraden AB son- 
dern von dem Zugbande. 

Wird behufs Berechnung einer Spannkraft 7) das Angriffs-Moment 
für den Schnittpunkt t der an D grenzenden Gurtstäbe und U ge- 
sucht, so misst man den senkrechten Abstand yt des Punktes i von 
demjenigen Gliede der Zugstange, welches der durch 0, 7), U geführte 
Schnitt tt trifft und erhält: 

(2) M,= M,, — ny,, 
oder allgemeiner 

M, = M,,±Hy,, 
wobei das Vorzeichen von der Lage des Punktes i abhängt. 

Es bedarf jetzt nur eines Hinweises darauf, dass die in No. 84 
gelehrten Verfahren, die EinflussflSchen für senkrechte Belastung aus 
ein und derselben TT-Linie deren Bestimmung in No, 93 gezeigt toerden 
wird, zu ermitteln, auch auf den vorliegenden Fall angewendet werden 
dürfen; man hat nur auf die andere Bedeutung von y zu achten. 

Hinsichtlich der Gestalt des Stabzuges 7, 77, 777, . . . ist die vor- 
stehende Untersuchung an keinerlei Voraussetzungen gebunden. Dieser 
Stabzug darf auch nach unten gesprengt werden ; es entstehen dann Träger 
der in den Fig. 257 bis 260 dargestellten Art. Die senkrechten Zwischen- 
stäbe werden hier auf Druck beansprucht. Die Tragwerke in den Fi- 
guren 259 und 260 bezeichnet man auch als verspannte Balken, und 
den Träger in Fig. 258 als versteifte Kette, und man nennt dann das 
Dreieckfachwerk -4 CJB -4 den Versteifungshaiken der Kette AS B. Nicht 
unzweckmässig dürfte es sein, den mit dem Dreieckfachwerk durch senk- 
rechte Stäbe verbundenen Stabzug in allen den hier vorgeführten Fällen 
die dritte Gurtung zu nennen und festzusetzen, dass, falls kurz von der 

Mull er-Breilau, Oraphitche Statik. H. 17 
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oberen und der unteren Gnrtung gesprochen wird, hieranter die Gar- 
tungen des Dreieckfachwerks za verstehen sind. Die dritte Gurtnng 
kann auch oberhalb des Dreieckfach werks liegen; sie wird dann auf 
Druck beansprucht, während die Zwischenstäbe (eine durchweg nach 
unten hohl liegende dritte Gurtung vorausgesetzt) Zugspannungen erlei- 




T 


f ^ 






^^^ 


f. 


^ 


/^ 


^^^^T^"' *'■ 


^^ 


. 


K 


V 

1 






' 


Hr 


r» 



Flg. 257. 



Fig. 158. 



^Hk'"', ! : ^ ^ ^^^Ot^^^ i. 



Fig 259. Fig. 260. 

den. Bezeichnet man für diesen in Figur 261 dargestellten Fall mit 
H die wagerechte Seitenkraft des in der dritten Gurtung auftretenden 
Druckes, so bleibt die Gleichung M^ = M^m — Hy^ gültig. Für Mi 
erhält man je nach der Lage des Punktes % gegen den vom Schnitte 
t—t getroflFenen Stab der dritten Gurtung: Mi = Moi + Hyi. 

Den in Fig. 261 abgebildeten Träger pflegt man auch einen durch 
einen Balken versteiften Stab -Bogen zu nennen und bezeichnet dann 
das Dreieckfachwerk als den Verateifungsbalken des Stahbogens*) Dieser 
Balken, welcher zugleich bestimmt ist, den Horizontalschub des Bogens 



-Ävea 



r 







Fig. 261. 



aufzunehmen, erhält meistens (abgesehen von den Endfeldem) parallele 
Gurtungen. Die Untersuchung der Füllungsstäbe gestaltet sich dann 
besonders einfach. Es handele sich z. B. um die linkssteigende Diago- 
nale D des Trägers in Fig. 262. Führt man den Schnitt tt, zerlegt 
den Druck JJseca des von tt getroffenen Stabes der dritten Gurtung 
in die Seitenkräfte if (wagerecht) und HtgOL (senkrecht) und setzt 



*) Unseres Wissens ist diese Trägerart zuerst von dem verstorbenen 
Osterreichischen Ingenieur Langer gegeben worden und dürfte daher wohl am 
besten Langer'scher Balken genannt werden. 
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man schliesslich die Summe aller links vom Schnitte tt wirkenden loth- 
rechten Kräfte =0, so erhalt man: 

^ — 2P— D sin 9 — JETtg a = 0, 

o 

t 

wo 2P die Summe der links vom Schnitte t angreifenden Lasten be- 
deutet. Hierin ist nun 

A — ^P=Q, 



die Qnerkraft für den Schnitt ti eines einfachen Balkens AB, und eB 
«rgiebt sich daher 

D sin 9 = ö , wo 

(3) Q = Qo-nigOL = i80L(Q, cotg OL — H). 







Fig. 262. 

Man nennt Q die Querkraft für den Schnitt f^ des Verateifungs- 
balkens, betrachtet tg a als Multiplikator und erhält dann die Einfluss- 
fläche für Q als den Unterschied der Q^ cotg a- Fläche und der fl-Fläche. 
Macht man also (Figur 262) ^'^"=lcotga, zieht A" B\ hierauf 
A'L^ \\B'A'\ schliesslich L^L^, so ist die schraffirte Fläche die ^-Fläche; 
• denn wäre -4'.4"= 1, so würde nach Band I, Seite 109 der Linien- 
zug A' L^L^B' die auf die Achse A' B' bezogene ö^- Linie sein. 

Auf dieselbe Weise werden die Spannkräfte in den Füllungsstäben 
der in den Figuren 259, 260, 271 abgebildeten Yersteifungsbalken 
bestimmt. 

17* 
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98. Die Bestimmung der Einflusslinie für S unterscheidet 
sich von der in No. 77 gelehrten Weise, die JT- Linie eines Zweige- 

lenkbogens zu berechnen, nur dadurch, dass die Summe: 2———-, 

EF 

welche sich bisher nur auf die Stäbe des Bogens bezog, und fUr welche- 

der Ausdruck 2g^ gefunden wurde, um die der dritten Gurtung 

und den senkrechten Zwiscbenstäben entsprechenden Glieder vermehrt 
werden muss. Sind nun a^, Oj, . . . die Neigungswinkel der Glieder 
der dritten Gurtung, so sind die Spannkräfte 8 und Z, 

(4) 5i=irsecai; S^ = H^eQat^\ . , ,*) 

(5) Zi = ir(tgai — tgo,); Z2 = ^(tga, — tgaj); ... 

und man erhält für die allgemein mit 8' bezeichneten Spannkräfte de& 
Zustandes if= — 1 die absoluten Werthe: 



(6) 



{Ä'/ = seca^ für das r** Glied des Zugbandes, 
S^ = (tg OLr — tg a^+i) für die r*® Zwischenstange. 



Sind also die Längen dieser Stäbe = Sr bezw. z^ und ihre Querschnitte 
= Fgr bezw. = F,r so ergiebt sich : 

^ ' EF EF. "^ EF.r ^ EF., 

Man darf nun stets die Annahme machen, dass sich der Qaer- 

JS 8GC OL 

schnitt der dritten Gurtung so ändert, dass die Spannung c = — - 

Kr 

einen festen Werth annimmt. Erfordert also H den Querschnitt -FV 
(d. i. der Querschnitt eines wagerechten Gliedes der dritten Gurtung)^ 
so wird F,r = Fj, sec a^, und man erhält, wenn man für alle Zwischen-^ 
Stäbe denselben Querschnitt F, annimmt. 



(8) 



^^=]^p}^^"+^^^'^rSBo'^-^y^:szAtgc^-igar^O' 



wo \r die Horizontalprojektion von s^ bedeutet (Fig. 256^). 

Die Bestimmung der H- Linie geschieht jetzt nach folgender Begel r 
Man berechne die Momente M^,„ eines mit den Gewichtenr 

MM O Jp 

w^= **a ** — - belasteten einfachen Balkens ä' B' (vergleiche 
*•« Fm 



♦) Es sind dies die absoluten Werthe. Die unterhalb des Dreieckfach- 
werks liegende dritte Gurtung (Fig. 256 bis 260) wird gezogen; ist sie nach 
oben gesprengt, so werden die lotbrechten Zwiscbenstäbe auf Zug beansprucht,, 
sonst auf Druck. Liegt die dritte Gurtung oberhalb des Dreieckfachwerks;. 
Fig. 261, so wird sie gedrückt; die Zwischenstäbe werden dann gezogen. 
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Fig. 201) und dividire sie durch 
<9) 31 = 2^„ + 1^ 2 V sec» o, + 1^ 2^, (tg a, — tg a,+,)», 

wobei z^ = y^n^ni* ^OÄ ErgehnisB ist: H^ = — $^^* 

Die beiden letzten Glieder des Ausdmckes für 92 sind von ver- 
bältnissmässig geringem Einfluss auf H und lassen sich meistens er- 
heblich yereinfaohen. Liegen z. B. die Enotenpmikte der dritten Gor- 
rtung in einer Parabel mit der Gleichung 

y.= 4A^^^^ (Fig. 256) 

und folgen auch die L&ngen z der Zwischenst&be dem Gesetze: 

x(l — x) 
^—^f' — Y^ — 

«0 jd&rf man stets genügend genau setzen: 

.v«..H-['+(£')l='['+-^4J 

2..(tga.-tg«.,0'=X.2., (^'^-*g'^-'>' =X.J.<l.[liy]' 

o 
o o 

i¥0 \ den Mittelwerth der annähernd gleich grossen Feldweiten X«. be- 
deutet, und man erhält dann den schnell zu berechnenden AusdJuck: 

(,o, , = ... + ^,(. + H«)+J|l|..^. 

Für den Fall eines Zweigdenkhogena mit wagerechter Zugstange 
</» = in Fig. 256) ergiebt sich 

(11) ^^ = s^^ + |^^ 

«in Werth, der auch bei geringer' Sprengung des Zugbandes genttgexid 
genau ist und daher auch fUr die in den Fig. 257 und 276 dargestellten 
Träger brauchbar bleibt. Bei Berechnung von Dachbindern dieser Art ist 
•es sogar zulässig , 9t = 2 2;«, zu setzen , weil ja die' Bestimmung des 
grOssten Schneedruckes und besonders des Winddrucks auf einer ziepi^ 
lieh unsicheren Schätzung beruht. 
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Kürzungen der Werthe tr», nnd ^^ ziehen natürlich auch eine ent* 
sprechende Aendening der beiden letzten Glieder des Ausdruckes 91 
nach sich. Nimmt man z. B. bei Untersuchung des in Fig. 262 dar* 
gestellten Trägers für alle Obergurtstäbe denselben Querschnitt JP« an 
und für alle Untergurtstäbe denselben Querschnitt F^^ und setzt mau 
die willkürliche Querschnittsfläche Fc^= F^, so empfiehlt es sich , einem 
Knotenpunkte m der unteren Gurtung das Gewicht 

(12) . . . w^ = y^\%\Aii w^= j^," =-^^^J 

zuzaschreiben und einem oberen Knotenpunkte k das Gewicht: 

(18) .... «-, = y»^(8tatt«,» = ^ ^). 

Diese besonderen Werthe w sind aus den allgemeineren durch Di- 
yision mit \:h^ erhalten worden, und es müssen daher auch die beiden 
letzten Glieder von 91 mit \:h^ diyidirt werden. Man erhält: 

wofUr man stets 

a5)«=v.+|v.+^[|'.(.+^f)+i?|x|]'> 

setzen darf; auch ist es in der Regel erlaubt, das zweite Glied des 

(16 f^ \ 
1 + — -J-) zu streichen. Man 

erhält dann: 

(16) Stt = 2^^+^Sy| + -*^^. 

04. Der Einfluas einer Temperatarftnderung auf S ist dnrcb 
die allgemeine, für jedes einfach statisch bestimmte Fachwerk gültige 
Gleichung gegeben: 

(17) E.= ^^"• 



EF 

wo S^ die Stabkraft fftr H= — 1 ist. Sind e und t für sämmtliche 
Stäbe gleich gross , so wird iJ« = ; denn setzt man in die dem Span- 



*) Für die Stäbe AC und EB, deren Spannkräfte nur Ton den Stützen- 
drücken abhängen, ergiebt sich 5' = 0; die dritte Gurtung reicht nur von C 
bis E, Ihr Pfeil ist =/», ihre Spannweite =^h. 
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BUDgszustande H^= — 1 entsprechende Arbeitsgleichung 

welche für beliebige mögliche As gilt, As = us, wobei (•> eine Kon* 
stante ist, d.h. nimmt man an, dass die geänderte Form des Fach- 
werks der ursprünglichen ähnlich ist, so findet man 

Wird nun vorausgesetzt, dass sich die dem spannungslosen An- 
fangszustande entsprechenden Wärmegrade der Stäbe des Dreieckfach- 
werks und der Zwischenstäbe um t ändern, diejenigen der dritten Gur- 
tung hingegen um t-\-^tj so erhält man fUr Ht den Werth 

EF 

wobei sich 2/ über sämmtliche Stäbe erstreckt, hingegen 2// nur über 
die dritte Gurtung. Erstere Summe ist =0, und letztere geht für 
den Fall einer gezogenen dritten Gurtung [wegen jS^ = + J3^ sec oc^ und 
Sr = — sec oc^] in — 2X^ sec* oc^ über, weshalb sich 

eA^2X^sec'a^ 



(18) Ht = 



S'' 



s 



EF 

&EF,M^\rSec^OLr 



2^. + y-2X,sec«a. + ^2^.(tga.-tga,^,)' 

ergiebt, und hieraus folgt: wird die dritte Gurtung stärker erwärmt 
als die übrigen Theile des Bogens, so nimmt der HorizontaLzi«^ ab; im 
Gegenfalle wächst H um ein positives Hg, Für den in der Fig. 261 dar- 
gestellten Träger findet man , dass der HorizontalefrueX; H zu- oder ab- 
nimmt, je nachdem die dritte Gurtung mehr oder weniger erwärmt 
wird, als der Yersteifungsbalken. 

Es ist nun stets zulässig, die Formel (18) durch die einfochere : 

&EF l^t 
(19) H, = + ^'"'''°'* 



ZU ersetzen; denn, da die Wahl von A^ einer groben Schätzung unter- 
liegt, so hat es natürlich keinen Zweck, die übrigen Glieder allzu pein- 

v^ s F 
lieh zu berechnen. Für z^ ist in (19) der Werth z^ = ^^^ — ein- 

Tm F^ 

zuführen. Eine Kürzung der z bedingt auch eine entsprechende Aen- 

derung des Zählers von Hf, Setzt man z. B. für den Träger in Fi- 
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F. 



gor 262 , «r, = y» und tr» = y» - - , ferner «> = yl, «» = yj 



... ■^. 



f ' 



SO 



8 \ 

muss man den Zähler von Ht in Gleich. (19) durch — j- = -r«" dividiren; 



es ergiebt sich dann: 



(20) 



if,= 






96. Näherungsformeln für den durch einen Balken mit parallelen 
Gortnngen versteiften Parabelbog^. Wir bezeichnen mit ho und hm die 
Abstände der Gurtungen von der die Bogenenden AB verbindenden wage- 
rechten Geraden, mit y' die auf die Gerade AB beiu>gene Ordinate des Bogens 
an der Stelle x\ sodann betrachten wir den Bogen als stetig gekrümmt und 
setzen für eine Einzellast P (unter Vernachlässigung der Dehnung der Hänge- 
stangen*): 



H=P- 



= P-r 



2y.a + -^-2y*n + Ä.J«i(l + ^3^y 
Mtt 



f iy- + A.)« dx+Jii,- - A.)« dx + h* -J^ I (l + y ^) 
wobei — -j~^ = y« + yjfc p^ = y' + hu + (y' — ho) ^^ 



und y' = 



Afx{l--x) 




*) Dafür wollen wir die Abmessungen /* und fb (Fig. 262) durch die 
gi-Gs<)eren { und f ersetzen. 
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Man yergleiche die ähnliche Entwiokelung wie in No. 82, Seite 223; in 
derselben Weise wie dort ergtebt sich 



<21) 






5 huFu—hoFo 15 Ä«»F«+Äo>-Fo , 15 Ä» / ,16 P) Fu F^ 

2 f{Fu + F.j "^ 8 p {Fu + Fo)""^ 8 f» V^ "^ 3 l*J F,(Fu +>o) 
Die hiernach aufgetragene ^- Linie weicht nur wenig Ton einer Parabel 
ab; sie darf durch eine Parabel von der PfeilhGhe 



(22) 

ersetzt werden, wobei 



<23) v = 



_ 3P/ 



fjFu + Fo) + 1,25 (huFu — hoFo) 



f{F.-i-Fo) + 2,b(huFu-hoFo)+l-^[hu*Fu+ho'Fo) + ^^ 

ist. Sollen die Längenänderungen der Hängestangen berücksichtigt werden, 
so tritt im Nenner noch das Glied 

15/<« \2S FuFoXr _ hnf^ FuFc 
"^ 8 f 3 F. i^ —^ i* i\ 
hinzu. Für die in den Figuren 264 und 265 dargestellten Sonderß.lle er- 
hält man: 

/'(^ + l)-l,25A 
v = ^ ° .. .., r . .. „ , (Fig. 264). 



(25) 



(26) 



V(^+o-»>+¥^['+('+?©S] 



(Fig. 265). 



^ 




m 



VA/V"! 

Fl«. 264. 




lo Folge einer von B ans nm die Strecke % vorgeacbobenen gleichförmigen 
Belaatong p entateht: 



(27) 



«-^•Sc-H)"' 



*; Veigl. Seite 252, Gleichung 46. 
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Der Einfloss einer den ganzen Tr&ger bedeckenden gleichförmigen Be- 
lastung ist: 

Die at&ndige Belastang erzeugt : 



(28) 



(29) 



(30) 



' Bf 
In Folge einer Temperatuiänderung entsteht: 
15 Ä« zEF^Fu^tH 



Ht = - 



*) 



8 f f(Fo + Fu) + ly2b(huFu — hoFo) 
wobei zu beachten ist, dass der Horizontal(2r«cX; H in der dritten Gurtnng 
vergrOasert wird» sobald diese Gartang am A^ mehr erwärmt wird als die 
übrigen Theile des Fachwerks. 

Für den Fall einer gleichförmigen ständigen and beweglichen Belastung 
lassen sich sehr einfache Formeln gewinnen, welche den in No. 91 für den 
Zweigelenkbogen abgeleiteten ähnlich sind. 

1. Angri/fsmomente. Wäre H=0, so würde sich für den Knotenpunkt 

u (Fig. 266) in Folge der ständigen Belastung das Angriffsmoment Jtf/ = g — 

ergeben, und es entsteht daher mit Berücksichtigung von Hg = ^^ das 
Moment: 

9^\ 



(81) 



M,' = g- 



8f 



V (y' + hu)f 



woraus, wegen y' = 4/'-r^, nach Division durch h**) 




".?^Ij~M^ 







Flg. 266. 



♦) Abgeleitet ans Rt = -Q ^a / g, i y \ * > welche Formel der Gleichung 
(25) auf Seite 224 entspricht. 

**) Wir berechnen die -7-» weil die Spannkräfte in den Gurtstäben diesen 
Werthen proportional sind. 
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(32) 



(33) 






h 8fh 

Ebenso erfa&lt man für einen Enotenpankt der oberen Gurtung: 

Zeichnet man also eine Parabel A'S'B\ deren Pfeil =--— -(v- 

ofl 



1) ist, 

zieht die zu A'ß' parallelen Geraden CD und EF in den Abständen --w^ 
bezw. 



Sfh 



Ton der Ä' B\ and misst entsprechend u und o die Abstände 



Yu und Fo der Parabel von jenen Oeraden, so findet man 



(34) 



Ar/__ 



= -gYu: 



h 



= + 9Yu, 



tzzXrz. 



denn die auf A'B' bezogene Ordinate der Parabel an der Stelle x ist = 

4 t*h — 1) , xx' h — 1) _,. rt^^ . . , ^ ^ ■ X Ti 

-z^' Q — -XX = ~ -, Figur 266 setzt voraus, dass v>l ist. Er- 

giebt sich v < 1, so liegt S' oberhalb A'B\ 

Behufs Ermittelung von M**p bringen wir die untere Gurtung des Ver- 
steifungsbalkens in Au und Bu mit den Auflagersenkrechten zum Schnitt, 
bestimmen den lothrecht über u gelegenen Punkt u des Bogens und folgern 
aus der Gleich. M** = Mo — Hyut 
in welcher Mo das Moment für den 
Querschnitt x eines einfachen Bal- 
kens bedeutet, dass Mu dieselbe 
Form hat wie das Moment für den 
Punkt u' eines in den Punkten Au 
und Bu gestützten Zweigelenkbo- 
gens. Diesem Zweigelenkbogen 
mu88 natürlich der für den ver- 
steiften Bogen gefundene Werth v 
(Gleich. 28, Seite 265) zugeschrieben werden. Die Kämpferdrucklinie ist eine 

Wagerechte im Abstände ^ von der AuBu und werde von den Geraden AuU*^ 

und Buu' in Punkten E, E* geschnitten, deren Abstände von den Auflager- 
senkrechten bezw. iu und £« sind, Fig. 267. 




Fig. 267. 



(35) 



(36) 



JLfu 

Dann ergiebt sich min—~ = '—pCut wo 
n 

Die beiden Grenzwerthe von M*:h sind nun 

4nM* ^ ^ 

— z= — gYu —p Cu 

mM* TT I ^t 
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ond ebenso ergiebt sich: 



<37 



h 

T 



= -\-gY.—pCo 

=^-\-qYo+pCo, wo 
(88) 



.yo(6o'+eV)v 



b-^ \ 




Bflh 
Die Ermittelung von ^c und 
£'o zeigt die ohne weitere Erklä- 
rung yeratändlicbe Figur 268. Liegt 
E* linke von Ä, so ist 6' = zu 
setzen, hingegen £ = 0, wenn £ 
rechts von B fÄllt. — Durch die 
vorstehenden Formeln sind die 
Spannkräfte in den Gurtungen 
bestimmt. 

2. Querkräfte» Wird zunächst /r,=0 angenommen, so entstehen Momente 
Mop, welche gleich den Ordinaten eines in eine Parabel vom Pfeil ^ einge- 

o 

«chriebenen Polygons sind und für das m^ Feld ergiebt sich die Querkraffc: 
Qomg = ^— j^ — ^ = tg p«. Fig. 269. 



Flg. 268. 








Flg. 269. 
Hit Berücksichtigung von Hg erhält man also: 

Qmg = Qomg — Hg\%ti.m = ig^m — ^^^\%^ 

ond wegen tg ou : tg ß«. = /": y^, 

<39) ^-.p = -eo«p(v-l). 

Man hat also nur n5thig, die im ersten Bande Seite 105 für die Quer- 
kräfte Q^g des einfachen Balkens gewonnenen Werthe mit — (v — 1) zu mul- 
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tipliciren und gelangt zu der in Fig. 269 dargestellten Querkraftsfläche. Will 
man rechnen, so setze man 

MO) Qm, = -gxJ'(^^l). 

Die Bestimmung des Einflusses der beweglichen Belastung p geschieht 
sehr übersichtlich wie folgt. 

Im Abstände — von der AB wird die Wagerechte A'B' gezogen, und 

durch A eine Parallele zum tM*«» Stabe {FT") der dritten Gurtung gelegt 
(Fig. 270), welche die A'B' in E schneidet. Eine durch E gehende Last F' 
erzeugt — eine stetig gekrümmte -ff- Linie vorausgesetzt — 

Pb 



TT ^^«* 



Pb a 
'■~Y~Äf^~r ^^^^ °^"» = ^ cotg am 




\^LOtUf^^''^ 



Flg. 270. 



und bringt die Querkraft 

hervor. Eine links von E liegende Last P' verursacht H=A cotg a' und die- 

Querkraft Qm = A — A cotg a' tg «m = -4 (l — -^^\ welche positiv ist, weil 

tgGe«,<[tga ist, während Lasten rechts von E negative Querkräfte Qm er- 
zeugen. Lieg^ aber P links von m— 1, so entsteht 

^m = ^ — P— irtg O« = — B — fTtg dm 

und hieraus darf man schliessen, dass zur Erzielung von maxQmp nur die 
zwischen dem Schnitte it und der Senkrechten durch E gelegenen Knoten- 
punkte (mit je pX) zu belasten sind.*) Zeichnet man nun die Einflusslinie- 



*) Wir machen die zweckmässige (etwas zu ungünstige) Annahme fester 
Knotenlasten pX. Yergl. Band I Seite 96. 
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ftir H und A nnter der Yoraussetzung, dass sich über den Träger die Last 
1 . X bewegt und addirt die unter den belasteten Knotenpunkten gemessenen 
Ordinaten H und Ay so erhält man 

,^Q^, = (2^ — tg o« Sfl^) p, 
wobei in dem in der Fig. 270 dargestellten Falle 

S^ = ^a + ^4 + ^* + ^6; :^H=H^ + H, + H, + Hs 
ist. Die beiden Grenzwertbe von Q sind nun 

^<)^ = - ^ar«" (V - 1) +i> (2^ - tg a« SH) 
^f^Q^ = - qxj' (v - 1) —1? (2:^4 - ig ou Sir); 
4urch dieselben sind die Spannkräfte der beiden Diagonalen Dr und Di be- 
stimmt. 

Die vorstehend abgeleiteten 
Formeln lassen sich auch zur Be- 
rechnung der Spannkräfte des in 
der Fig. 271 dargestellten Trägers 

l^ ' ^*^^^ *■ benutzen. In den Gleichungen (31) 

* bis (80) zur Bestimmung von H 

Fig. 271. muss man ho mit hu Tertauschen, 

jPo mit J^M. 

06. ZahlenbeiBpieL Es soll die IT-Linie des in Fig. 272 dargestellten 
Trägers zunächst angenähert, sodann aber mit Berücksichtigung der Längen- 
änderuBgen sämmtlicher Stäbe ermittelt werden. Die Knotenpunkte der dritten 
Gurtung liegen in einer Parabel, deren Pfeil /=6,12** ist.**) 

1. Vernachlässigung der Längenänderungen der FüUungastäbe. Die Ge- 
wichte w der einzelnen Knotenpunkte des Versteifungsbalkens sind nach den 
Gleich. (12) und (18) zu berechnen, worauf 9? durch Gleich. (16) und H durch 
die Formel 

F F 

bestimmt ist. Geschätzt seien: -^ = 0,87; —^ = 0,40. Man erhält 

für einen unteren Knoten m\ Wm = ym 

Fo 
für einen oberen Knoten k\ tPh = yh -„- = 0,37 y^, 

und wenn die den Knoten 1, 8, 5, 7, . . . entsprechenden w auf die Angriffs- 
punkte 2, 4, 6, . . . der Querträger yertheilt werden: 

w^ = 1,87 + i . 1,485 . 0,87 = 2,14 

«?4 = 4 . 1,435 . 0,87 + 3,40 + i . 2,795 . 0,37 = 4,18 
iTe = i . 2,795 . 0,37 + 4,59 + i . 8,815 . 0,37 = 5,80 
«»8 = } . 3,815 . 0,37 + 5,44 + i . 4,495 . 0,87 = 6,95 
irjo = i . 4,495 . 0,37 + 5,95 + } . 4,835 . 0,37 = 7,64 
«^18 = }. 4,835 . 0,87 + 6,12 + ^ . 4,835 . 0,37 = 7,88. 



**) Figur 272 stellt den Hauptträger einer 1889 in Hannover nach den 
Plänen des Verfassers erbauten Strasaenb rücke über die Ihme dar. 
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Die AngrifiFismomente Jf«, des mit diesen Gewichten w (belasteten Balkens 
A'B' sind, wenn die Feldweite X = l gesetzt wird:*) 



M^ = 30,65 
3f«,4 = 59,16 
Nun findet man: 



3f«,6= 83,49 

Mu^ = 102,02 



3f«,io = 113,60 
3f«,i, = 117,54 



^ = Sy.« + -J^2y*« + ^*^===2(l,87«+3,40«+4,59«+5,44»+5,95«) + 6,l2« 
+ 0,37 . 2 (l,435«+2,795«+3,815«+4,495«+4,835«)+ ^'^'•^, — 0,40 = 296,20 



Opdm€U€n in Meiern SkOitängaiinMeltm 

Jfr^S^S^- ^ 




^«L4* 



Fig. 272. 



und (da die Mw vorhin für X = l berechnet worden sind) mit P=l: 
___^W». X 
296;2Ö ' 



3f^. 8,125 _ M^ 



296,20 



94,78' 



^.= 



30,65 



:0,32; ^4 = 0,62; ire = 0,88; if8 = l,08; frio = l,20; jBri, = l,24. 



94,78 

2. Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtUcher Stäbe. Die In- 
lialte der Stabquerschnitte (ohne Abzug für Nietlöcher) sind in Fig. 273 zu- 
sammengestellt worden. Zur Ermittelung der if- Linie soll Gleichung ( V) auf 
Seite 163 benutzt werden. Dieselbe liefert 



a. 



EF 



wo S* die Stabkraft in Folge H^= — 1 und 9m die durch diesen Belastungs- 
zustand verursachte lothrechte Verschiebung des Knotenpunktes m bedeutet. 
Die Summe 2 umfasst sämmtliche Stäbe des Fachwerks. Den Eräfteplan für 
H= — 1 zeigt Fig. 274». Man denke sich in den Stäben der dritten Gur- 



*) Yergl. Seite 214. Die rechnerische Bestimmung der Mw ist der zeich- 
nerischen Ermittelung unbedingt vorzuziehen. 
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tung Zugkräfte S\, S\, . . . bervorgemfen, deren wagerechte Seitenkraft = 1 
ist, bestimme die in den lothrechten Zwischenstäben hierdurch erzengten 
Drücke S'=Z' (welche beim Parabel bogen von gleicher Feld weite den konstanten 



^ ., SfX 8.6,12 

Werth ~- =— -=--—. ^ 

?* 37,5.12 



— 0,1 1 annehmen) nnd zeichne hierauf fflr den mit 
den Kräften S\ und Z' belasteten Versteifungsbalken einen Cremona'schen Plan. 



4^J 




Qxurstimiäem f^^j9 

iß 



KI'^l^Kt^^ 



J/S 



S/J 



S/S 



SfS 



SfS 



sts 



FJg. 278. 



Die Ergebnisse sind in die Fig. 274^ eingeschrieben, ebenso (in Klammem) die 

den Stäben der dritten Gurtung entsprechenden Werthe -^tb- ß®i Berechnung der 

letzteren wurde die für alle Stäbe gleiche Elasticitätszififer E, deren Grösse 

auf das Verhältniss 8»,:S-=;^ ohne Einfluss ist, =1 gesetzt. Als Einheiten 

wurden die Tonne und das cm gewählt, so dass sich beispielsweise für das 
dritte Feld der Werth 

5'»« 1,07«. 334 



ergab. 



EF 



1 .519 



= 0,738 



Jetzt wurden für den Zustand 17 = — 1 die Längenänderungen As = 



S'9 

EF 



der Stäbe des Versteifungsbalkens berechnet und in Fig. 275*) zusammenge- 

stellt (nicht eingeklammerte Zahlen), desgleichen die Werthe -^ -=5'As 

(eingeklammerte Zahlen). Für den zweiten üntergnrtstab wurden z. B. er- 
halten: 

1,20.312,5 



A5 = 



1 .515 



= 0,7282 = 0,73 und iS"A« = 1,20 . 0,7282 = 0,874.**) 



Die Durchbiegungen 5m lassen sich als. Momente M^ eines einfachen 
Balkens A' B' (Fig. 272) deuten, welcher mit Gewichten w belastet wird, zu 
deren Berechnung die Gleichungen (6) und (7) auf Seite 105 dienen. Wegen 

sec 9i = 1 - o" i2>" ~ ^'^^ "^^ sec 9 = T^ '-- ^V = 1,^6 ergeben sich , wenn die 



*) Diese Figur ist verzerrt gezeichnet worden, um Platz für die Zahlen 
zu gewinnen. 

*♦) Die Stablängen (in Metern) sind in Fig. 272 angegeben. 
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überall gleiche Abmessung h zunächst = 1 gesetzt wird, fOr die unteren 
Knoten dip Werthe: 

w^ = 2,61 + 1,49 . 1,46 — 2,82 . 1,26 = 1,8622 
w^ = 4,09 + (2,82 — 1,88) . 1,26 = 4,7074 
iTe = 5,54 + (1,83 — 1,30) . 1,26 = 6,2078 
IT, =6,55 + (1,80 — 0,59). 1,26 =7,4446 
fTio = 9,69 + (0,59 — 0,20) . 1,26 = 10,1814 
M^ia = 9,96 + (0,20 + 0,20) . 1,26 = 10,4640 




Flg. S74. 
^-^ f^,ff7SJ (lf,SSJj (Z^ZX3) rZSlSSSJ M,0Sü) (S0,800 




(0,87^) f^iS^J (e,f3BJ (8,683J (S^BSSJ \ 



1 \ T 



Flg. 275. 



und für die oberen Knotenpunkte: 

t<;i=:— 1,49.1,46 = — 2,18 
«,3 = 0,73*) 

1^5 = 1141 



1^7 =1,93 
ITg =2,28 
fTii = 2,45. 



*) An jedem Knoten 3, 5, 7, .... greifen zwei Diagonalen an, deren 
Ungenänderungen entgegengesetzt gleich sind und sich daher tilgen. 
Hftller-BreslftTi, OnphlioheSUtUL n. 18 
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Werden die Gewichte der oberen Knoten anf die Qoertrftger-Angriib* 
pnhkte 2, 4, 6» . . . yertheilt, so erh&lt man für diese letzteren die Gewichter 



tr,=l,8622-2,18|J^+i0,78=0,88 

-M^4 = ^»7074 + i (0,78 + 1,41) = 5,78 
tTe = 6,2078 + i (1,41 + 1,98) = 7,88 
denselben enttpreehen mit X.= l die Momente: 



V. =7,4446 + 1(1,98 + 2,28)= 9,55- 

fr,o = 10,1814 + i (2,28 + 2,45) = 12,55- 
•ri,= 10,4640+1 (2,45 + 2,45)= 12,91,. 



lf,^= 48,045 
M^ = 85,260 



M^ = 121,695 
Jf», = 150,250 



lf^ = 169,255 
J|f,,„ = 175,710. 



Die Zneammensablung der in die Figuren 274 und 275 eingeschriebenen 
(eingeklammerten) Werthe -=rpgiebt für beide Trftgerh&lften: 

2^ = 862,937 

imd hierzu tritt noch fttr die H&ngestangen, fCir welche durchweg 5' = — 0,1t 
und F= + 90qem ist, das Glied: 

^^ [2 (1,87 + 8,40 + 4,59 + 5,44 + 5,95) + 6,12] = 0,654 **) 

weshalb 

2 —^ = 862,937 + 0,654 = 363,59. 

Da nun bei Berechnung der M^, sowohl A = l als auch X = l gesetzt 
wurde, so folgt jetzt für P= 1 

M^ X _ Jf„ . 312,5 _ Jf„ 
— 363,59 ' Ä 363,59 . 120 "" 139,62 ' 

fft = j|^ = 0,31 ; H, = 0,61 ; H. = 0,87; H, = 1,08; fl,. = 1,21 ; JJi, = 1,26. 

Diese genaueren Werthe weichen yon den vorhin berechneten nur un- 
wesentlich ab. 

Wir empfehlen dem Leser, zur üebung die fiM-Linie noch mit Hilfe 
eines Williot*schen Planes oder mittels des Stabzugrerfahrens zu bestimmen. 

97. Einfluss schräger Lasten« Wir schliessen diesen § mit einer 
üntersnchnng dee Einflusses schrftger Lasten auf einen Zweigelenkbogen 
mit gespi^ngtior Zugstange (Dachbinder) und machen auf diejenigen 
Annahmen aufmerksam, welche zur YereinfiAchung des im § 5 er- 
ledigten stt^ngeren Yer&hrens gemacht werden dürfen. Der allgemeine 
Ausdruck für H infolge einer Einzellast P^ ist (nach der ersten der 
Oleichongen Y auf Seite 168): 

40 H=p^ ^i. 



2- 



EF ' 



*) Man übersieht hier recht deutlich den geringen Einfluss dieses GKedea. 

Digitized by VjOOQIC 



Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange u. s. w. 



276 



worin 8' die dem Zustande H= — 1 entsprechende Spannkraft irgend 
eines Stabes des Fachwerks ist, nnd ij die Verschiebung bedeutet, 
welche der Angriffspunkt m der Last P«, im Sinne von P«, erflUirt, so- 
bald nur die Ursache H= — 1 wirkt Die Ermittelung der Ver- 
schiebungen h\ die in Fig. 276 mit Hilfe eines Williotschen Planes 
erfolgte, darf stets unter der Voraussetzung starrer Füllungsstäbe durch- 
geführt werden; auch ist es zulässig, sämmtlichen Gurtstäben denselben 




Fi«. 276. 



Querschnitt Fe zuzuschreiben. Setzt man dann bei der Berechnung der 
Längenänderungen A5 = -=7=- der Gurtstäbe sowohl £^ = 1 als auch 

£/Jie 

J^^=: 1, 80 muss man in Gleich. (41) den Nenner durch den Werth 

F 
2iS''9-zf- ersetzen. In Fig. 276 liegt ein symmetrischer Träger vor. 
F 

Es wurde bei Aufzeichnung des Verschiebungsplanes zunächst der Mittel- 
punkt und die Richtung des Stabes «5 als festliegend angesehen 
hierauf 6'4' = A5*) gemacht und 5'4'_L54, 5'6'_L56 gezogen. 



*) Wir erinnern an die Bezeichnung A95 = A5. 



18* 
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Die Anschliessnng der Punkte 3', l', O', A' erfolgte nach No. 82. — 
Die Punkte 8', lO', B' liegen in Bezug auf die Senkrechte durch 5' 
symmetrisch zu %\ \\ A'; und ebenso würde man, falls auch in den 
Knoten 1, 3, 5, 7, 9, C, D Lasten angreifen sollten, die symmetrisch 
zu 8' und l' gelegenen Punkte 7', 9' eintragen und endlich C\ D\ 
welche in Fig. 276 fortgelassen sind, bestimmen. Behufs Erfüllung 
der wirklichen Auflagerbedingungen musste schliesslich der Verschie- 
bungspol aus dem Mittelpunkte Ton A 5 in den dem festen Auflager A 
entsprechenden Punkte A' gelegt werden, worauf sich beispielsweise 
die Verschiebung 5,' des Knotens 2 im Sinne von P, gleich der Pro- 
jektion des Strahles A'2' auf die Bichtung von Pj ergab.*) 

Wären nun Zugstange und Zwischenstäbe nicht vorhanden, so 
würde sich 

SS'2a^ = 8/ = ZF 

ergeben, d. h. gleich der Verschiebung, welche B infolge des Belastungs- 
ztistandes H= — 1 erfährt. Im vorliegenden Falle ist aber 

SS'**^- = 8/ + S.Ä'»»A, 

wobei sich das Zeichen 2« über die Glieder der Zugstange und die 
Zwischenstäbe erstreckt, und hierfür darf stets 

2S'*«^ = 8,' + i-;^^ 

gesetzt werden,**) womit sich 

8' 



H=P^ 



8b+J^ 



ergiebt, oder, falls man die Lasteinheit durch eine Strecke von der 

F 

Länge 8/ + Z — ^ darstellt, 

Will man die Punkte 5', 6', 4', ... in Fig. 276^ aus der nach 
No. 93 für die lothrechte Lastenrichtung ermittelten Biegungslinie ab- 
leiten, was manchmal vortheilhaft ist, so beachte man die Beziehung: 



*) Die bei unsymmetrischem Träger oach No. 33, Seite 61, zu zeichnende 
Figur A" 0" 1" . . . 5" schrumpft hier zu einem mit A* sich deckenden Punkte 
zusammen. 

*♦) Vergl. Seite 261, Gleich. (11). 
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U'm 






(absolut genommen). Hat man also die Gewichte w nicht 



mittels der Gleichungen auf Seite 260 berechnet, sondern von den 

später gezeigten Vereinfachungen Gebrauch gemacht, so muss man bei 

Aufzeichnung des Linienzuges 5', 4\ 2', O', l', A' die LängenÄnde- 

F 
rungen ls = wr auftragen und auch das Glied l ~- entsprechend 

ändern. Liegt z. B. ein Sichelträger vor und wird nach Seite 213 das 



_ J/.« 



ym^m 



Gewicht tr« = - 2- (statt --J--) eingeführt, so folgt für den dem 



Knoten m gegenüberliegenden Gurtstab: A«« 



*'m 



und es muss 



l F^ Fe 

=— an die Stelle von l -J- treten , wo Se die mittlere Gurtstab- 

^« -Pb Fl, 

länge bedeutet. Sind sämmtliche Füllungsstäbe mit Ausnahme eines 
etwa vorhandenen Endständers gegen die Lotbrecbte geneigt, so be- 
stimme man 4\ 3', 2', O', indem man 5' — 4'J_5 — 4, 4' — 3'_L4 — 3, 
3'— 2'JL3 — 2, 2'— l'J_2 — 1 und l'— 0'_Ll — ^ zieht, worauf A' 
am schnellsten mit Hilfe von A5<, = A0 festgelegt wird. 

Schliesslich sei noch daran erinnert, dass sich die Punkte 4', 2 , 
O', A' auch nach dem Stabzugverfahren ermitteln lassen, wie das in 
No. 85 durchgeftlhrte Zahlenbeispiel gezeigt hat. 

Wird die Zugstange durch geneigte Stäbe mit dem Fachwerkbogen 
verbunden, Fig. 277*), so führe man die Spannkraft X irgend eines 




P|g. 277. 



Gliedes derselben als statisch nicht bestimmbare Grösse ein, ermittele 
die von der Ursache X= — 1 hervorgenifenen Spannkräfte und Längen- 
änderungen und zeichne — wie in Figur 276 — einen Williotschen 
Verschiebungsplan. Die Bestimmung der S' für die Glieder der Zug- 



*) In dieser Weise sind z. B. die Dachbinder der Queens-Street-Station 
der North British R. in» Glasgow angeordnet. 
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Stange and für die Zwischenstäbe hat hierbei nach Fig. 277^ zu er- 
folgen.*) Zu betonen ist, dass alle vorhin als zultaig bezeichneten 
Annahmen auch für den Fall schrftger Hangestangen statthaft sind; 
die Berechnung von X darf dann bei der üblichen geringen Sprengnng 
der Zngstange mittels der Formel 

X=P^ =— — (vergl. Seite 276) 

erfolgen. 

Hinsichtlich der bei der Bei'echnung von Dachbindern in Betracht 
zu ziehenden Belastnngsflllle wird auf Band I» § 43 verwiesen. 



§ 9. 
Kette, versteift durch einen Faeliwerkballcen. 

08. Eine sehr wichtige Trägerart, deren Berechnung sich von der 
Untersuchung der im vorigen § behandelten Stabgebilde nur wenig 
unterscheidet, ist die in Fig. 278 dargestellte, durch einen einfachen 
Balken versteifte Kette. Bei R und T seien auf wagerechter Bahn 
geführte Auflager angeordnet; die Hängestangen seienr lothrecht. 

Da es zweckmässig ist, den Versteifungsbalken nur durch die beweg- 
liche Belastung zu beanspruchen , 80 wird man das Bauwerk zunächst als 
unversteifte Kettenbrücke ausführen und die Dreiecke des Versteifungs- 
balkens erst dann schliessen, wenn die Kettenglieder und die Hänge- 
stangen die der ständigen Belastung entsprechenden Längenänderungen 
erfahren haben. 

Die Aufsuchung der Form der meistens durch drei angenommene 
Funkte i?, IT, T geführten Kette und die Ermittlung der Spannkräfte 
infolge der ständigen Belastung ist bereits im I. Bande (S. 402 — 406) 
unseres Buches beschrieben worden, und wir fügen nur noch hinzu, 
dass auf dem dort angegebenen Wege die Gestalt der durch die ständige 
Belastung gespannten Kette — nicht diejenige der apannungüosen — 
gefunden wird, dass also die Längen, welche den Kettengliedern und 

Hängestangen in der Werkstatt zu geben sind, =9 — ^^ sein müssen. 



*) Die Unterschiede in den Spannkräften der einzelnen Glieder werden 
stets gering sein; durch entsprechende Neigung der Hängestangen lässt sich 
sogar eneichen, dass in allen Theilen der Zugstange dieselbe Spannkraft X 
;iaftritt * 
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wenn allgemein 8 die Lftnge des firagliehen Stabes auf Onind der er- 
wähnten Formbestimmong und S, die Spannkraft infolge der st&ndigen 
Belastung bedeutet. Dass ausserdem noch der unterschied zwischen 
Anfistellirngs- nnd Werkstattstemperatnr berücksichtigt werden mnss, 
ist selbstyerstKndiich, ebenso dass bei Bemessung der Pfeilerhöhen der 
Verkttrznng Bechnung zu tragen ist, welche die Pfeiler infolge der 
«tändigen Belastung er&hren werden. 

Wird nur ein Theil (g^) der ständigen Belastung (g) vor Aus- 
führung der Versteifung aufgebracht, der Rest (g^ erst nach Einfügung 
•des Balkens y so ist in der Torstehenden Betrachtung Sgp an die Stelle 
Ton 8, zu setzen. Die beschriebene Formbestimmung liefert die Ge- 
stalt der mit g^ belasteten Kette und der Einflnss von g^ muss, ebenso 
wie derjenige der beweglichen Belastung, nach den in den folgenden 
Untersuchungen abgeleiteten Verfahren festgestellt werden. 

Andererseits könnte man aber auch ausser der gesammten stän- 
•digen Belastung (g) noch eine Belastung g' auf die unyersteifte Brücke 
bringen und nach Vollendung des Versteifnngsbalkens wieder entfernen* 
Es würde dann, bei Untersuchung der nach der Versteifung hinzu- 
tretenden Lasten, g' als eine negative Belastung aufisufassen sein. 

Aehnliohe Verhältnisse lassen sich natürlich bei jedem statisch unbe- 
stimmten Träger herbeiführen. So könnte man z. B. einen Zweigelenkbogen 
zmaächst mit Scheitelgelenk ausführen und dieses Gelenk nach Aufbringung 
der gesammten ständigen Belastong g oder eines Theiles von g vernichten; 
auch eine später wieder zu beseitigende Belastung g' könnte zuweilen von 
Vortheil sein. 

Die Untersuchung des Einflusses der nach erfolgter Versteifung 
•der Kette auf den Balken gebrachten Belastungen beginnen wir wie 
immer mit der Betrachtung der Wirkung einer Einzellast. 

00. Der HoriiontalBag f infolge einer Einaellast. Verbindet 
man die senkrecht über den Balkenstützen A, B gelegenen Punkte ä'\ 
B" der Kette durch eine Gerade (die SehluasUnie) und bezeichnet die 
Strecke, weldie Kette und Schlusslinie auf der Lothrechten durch irgend 
einen Knotenpunkt m abschneiden, mit y«, (Fig. 278), so ist das auf 
m bezogene Angriffsmoment: 

Jf« = 3f,„ — Sg^f 

wo M^^ den Werth von iC für den Fall bedeutet, dass der von den 
Lasten P ergriffene Balken nicht an der Kette hängt, sondern nur in 
A und B gestützt wird. Für den Zustand H= — 1 ergiebt sich 
Mj^=^y^ und hieraus folgt, dass die Berechnung des von einer Ein- 
zellast P, hervorgerufenen Horizontalzuges H sich von der Ermittlung 
der Werthe iJ ftlr die im vorigen § behandelten Trägerarten nur in- 
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sofern unterscheidet, als die im Nenner des allgemeinen Ausdrucks für 

H stehende Summe 2 -— - von den Rückhaltketten beeinflusst wird. 
EF 

Die Spannkraft der unter cl geneigten linken Bückhaltkeite ist = 

^seca' und nimmt für ^= — 1 den Werth S' = — seca' an. Ist 

also die Länge dieser Kette =«' und der Querschnitt F=^Fy^ttOL\ 

wo Fj, den zur Aufnahme der Spannkraft S == H^^ bestimmten 

Scheitel -Querschnitt der Tragkette RWT bedeutet, so ergiebt sich 




I^i»^^ 



Fig 278. 



S'^8 



8 sec a 



W — WJP ' wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass sämmt- 

liche Glieder der Bückhaltkette gleich gespannt sind, dass also die 
Stützung derselben auf die in Figur 164 (Seite 169) dargestellte 
Weise erfolgt. Bezeichnen s" und a" die entsprechenden Werthe der 
rechten Bückhaltkette, so führen die vorstehenden Betrachtungen zu 
der folgenden Bestimmungsweise der Einflusslinie für H. 
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Man berechne die Momente M„ eines mit den Gewichten 

w^^= g"* —''- belasteten einfachen Balkens ä' B' (unter F^ eine 

beliebig grosse, aber konstante QnerschnUtsfläche verstanden) und 
dividire dieselben durch 

(1) 5R = S^^ + -§- rSX, sec^ a, + / sec ol' + /' sec ol") 



+ ~^- 2«r (tg ttr — tg CLr^O *, 



M^ 



worin z„ = y„w^. Das Ergebniss ist H==~^*) 

Die zweite der Summen in Gleichung (1) erstreckt sich über sämmt- 
liche Glieder der Tragkette, die dritte über alle Hängestangen. Für 
beide Summen lassen sich einfache, genügend genaue Näherungsformeln 




<-—/r. 


^_- 


--ii, — ->i 


N 




f. 


-4 fL 


A 1 






« X 



Flg. 279. 



Fig. 280. 



ableiten. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Kette als stetig ge- 
krümmte Parabel und setzen mit Bezugnahme auf die Bezeichnungen 
in Fig. 280: 

ly /j 

ferner 2z, (tg a, — tg a,+,)« = XS (A' - y) X ( *^ "^ ~ *^ '^^' ) ' 

*) Die Bezeichnmigen sind dieselben wie im vorigen §; sie wurden über- 
dies in die Figuren 278 und 279 eingetragen. Die Knotenpunkte des Balkens 
und der Kette wurden für sich nummerirt; ...m — 1, m, m+l-»- sJ^^d die 
Ordnungsziffern der Knotenpunkte des Balkens, ... r — 1, r, r+1 ... die- 
jenigen der Knotenpunkte der Kette. 
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h h 

= x/(V-,-)..(^)'=x(^)'/(»'-,').. 



'1 

Wir erhalten dann: 



(2) 8^ = ^.,+ !-^+ 64n(8A--2A-Me)X |.^^^ 



(8) 



I = 'i (l + Y y- + -^) + »' seo «' + «" sec a". 



Das Yon den Abmessnngen der Htageetuigen abhängige letzte 
Olied von fit darf in der Begel gestrichen werden; sein Kinflnss ist 
«ehr gering. Bei Berechnung der Werthe «>« nnd z^ ist es zolBssig, 
allen Oortstftben denselben Querschnitt zuzuschreiben. Man setze daher 

(4) «'.= ^ 

und verstehe nnter dem bislang willkürlichen F„ den Mittelwerth der 
Onrtqnerschnitte. 

Erfolgt die Versteifong der Kette dnrch einen nach Fig. 288 (S. 287) 
angeordneten Parallelträger von der H5he A, so nimmt bei gleichlangen 

Feldern der Ausdruck -^ den festen Werth -7«- an. Setzt man dann 

(5) vfm = y- tind z^ = ff^tv^ = yl, 
80 mnss man mit 

rechnen. 

Fflr die durch einen Parallelträger Tersteifte Kette ist aber noch eine 
weitere Vereinfachong mOglich, bestehend in der Einführung einer parabel- 
fSrmigen IT- Linie. Die Entwickelung ist ähnlich der in No. 82 fdr den Hori- 
zontalschub eines Zweigelenkbogens gegebenen Ableitung. Man betrachte die 
Kette als stetig gekrümmte Parabel, deren Gleichung 

_ ifxil — x) 
y— 2< 

ist, (Fig. 281), und ersetxe die Einzelgewichte w durch eine stetige Belastung, 
so zwar dass das Balkentheilchen dx mit 2jfdx belastet wird, wobei die 
Ziffer 2 ausdrflckt, dass an der Stelle dx die Gewichte zweier Eiioten (eines 
oberen und eines unteren) zu berücksichtigen sind. Man erhält dann an der 
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AngriiEntelle von P das Moment 



und findet nun: H=^ 



P3f„ 



3t 



wo 






Fu 



Der nn wesentliche Einflnss 
der Hftngestangen ist hierbei 
Temachlässigt worden. Ersetst 
man die auf diese Weise er- 
haltene IT- Linie durch eine 
Parabel (Tergl. Seite 224) so 
findet man den Pfeil derselben : 

(7) Z=.^^'^ 




(8) v = 



16^ ' 
1 



wo 



K-X--»' I » Ä — H 

j^ l J-__ ^ J 

{ I 



■^ 16 jT* l Fh 




Die Gleichung der Para- 
bel ist 



lig. 281. 



Hz 






Der Werth s« ist nach Qldch. (3) zu berechnen. Fe bedeutet den mitt- 
leren Querschnitt der Balkengurtung, Fk den Querschnitt der Kette im Scheitel. 

100. Horisontalmg infolge einer Temperaturänderung. Eine 
gleichmässige Aenderung der Aofistellungstemperatur um t^ erzeugt: 



(10) 



Ä = 



5'« 



EF 



2S'^8 



F. 



31 



wo 9t der durch Gleichung (1) auf Seite 281 bestimmte Werth ist. 
Zahlenrechnnngen beweisen , dass der Einfluss der Spannkräfte S' der 
Stäbe des Balkens auf die Summe SS's ganz unwesentlich ist, und 
dass es genügt, in den Zähler der Gleichung (10) nur die den Ketten- 
gliedern und den Hängestangen entsprechenden Werthe S's einzusetzen. 



*) Vergl. den Ausdruck für If» auf Seite 228. An die Stelle Ton x ist 

F \ f F \ 

a getreten; f wurde durch 2f ersetzt; die Glieder -~- und -^ (ä» -=^ M. 

x[l — x) wurden gestrichen. 
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Wir führen ein: 

für die Tragkette: 2S's = — 2 sec a' » = — 2X sec* a 

„ „ Rückhaltketten: 25'« = — («' sec a' -f- s" eec a") 
„ „ Hängestangen : 2S's = — 2^^ (tg a^ — tg a^+x) 

o 
o 

und erhalten: 

wobei 9t und Sq nach Gleichung (2) und (3) zu berechnen sind. 

Das Vorzeichen deutet an, dass infolge einer Erhöhung der Auf- 
stellungstemperatur der Horizontalzug der Kette abnimmt. 

Wird die Kette durch einen Parallelträger versteift, so läset sich Gleich. 
(11) noch erheblich vereinfachen. Man ersetze dann nach Streichung des un- 
wesentlichen Einflusses der Hängestangen und Einführung eines mittleren 
Gurtquerschnittes den Werth 

durch 



'y*dx ^ i^e ^ __ 16 fH , Fe 

o 

um dann zu erhalten: 






m^^zEF.t^^ i F, ,,p_h^±o F/ 

■^ 16 'P l~ Fk 
oder nach einfacher Umformung: 

(12) Hi = ~tEFkt(\ — ^\ 

wo V nach Gleich. (8) auf Seite 283 zu berechnen ist. 

101. EinfluBsflächen. Die Einflussflächen für die Momente 
M^ = ifo„ — Hy^ und 3f^+i = 3fom+i — ^^m+i 
sind in den Figuren 278** und 278*^ (für den Fall in den oberen Balken- 
knoten angreifender Lasten) dargestellt worden. Ihre Aufzeichnung be- 
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darf keiner weiteren Erläuterung mehr, da sie nach den in den §§ 7 
und 8 für die 3f- Flächen gegebenen Regeln erfolgt. Nach Berechnung 
der Momente 3^»» lC»+i findet man die Spannkräfte in den Gurtongen: 



^-• = + -^; 

'm 



0. 



.H+l' 



(vergl. Fig. 278«). 



Auch die Ermittlung der Spannkräfte in den Füllungsstäben ge- 
staltet sich ganz ähnlich wie beim Zweigelenkbogen und bei den im 
§ 9 untersuchten Trägerarten. Wir führen durch A und B (Fig. 282) 
lothrechte Schnitte, welche die Tragkette in A" bezieh. B" treffen, 
zerlegen die Spannkräfte S^ und S^ der äussersten Kettenglieder in die 




lothrechten Seitenkräfte A^f B^ und die in die Schlusslinie fallenden 
Seitenkräfte H\ und finden zunächst aus der auf B'' bezogenen Mo- 
mentengleichung: 

Pb 



i 



class Ae-\- A^ ebenso gross ist, wie der Stützen widerstand A = 

eines einfachen Balkens AB, und dass femer B^-}- B^ = B = — y— ist. 
Sodann führen wir behufis Bestimmung von D den Schnitt tt, wählen 
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den Treffpunkt i von und U zum Drehpunkt, bestimmen die Streck» 
yt, welche der Kettenstab S und die Schlnsslinie ä" B" aaf der Loth- 
rechten durch % abschneiden , zerlegen die Spannkraft S (welche auf di» 
in der Fig. 282 angegebene Weise in ihrer Richtung yerschoben wird) 
in eine lothrechte Seitenkraft und in die zur Schlusslinie parallel» 
iT = ^sec T (wo T den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet) und 
erhalten die Momentengleichung 

(13) JW.,— iyy, + 2)r, = 0. 

Hierin bedeutet M^i das auf den Punkt i bezogene Angriffsmoment 
f&r den Fall, dass ^P ein einfocher, nicht an der Kette hängender 
Balken ist, ein Balken also, dessen StützenwiderstKnde ^«-)- J« = ^ 
und B.-]r Bu= B sind; r, aber ist der Hebelarm von 2) in Bezug 
auf ». Die Gleichung (18) hat dieselbe Form wie Oleichung 34 auf 
Seite 225, und hieraus folgt die aus der Figur 282 ersichtliche Be- 
stimmungsweise der 2>-Fläche. Man vergleiche die Figuren 223 bis 
226 auf Seite 281 und beachte behub Feststellung der Vorzeichen,, 
dass bei der in Fig. 282 angenommenen Lage des Punktes i der Ein- 

fluss von H auf D gleich + fl"-^— (also positiv) ist, während sieb 

im Falle H= die Momentengleichung 

— (Ä^ + A^) x,-\- Dr, = 
und hieraus der ebenfalls positive Werth 



Z)= + ^ 



r, 



ergeben würde. 

Es leuchtet ein, dass sich auch die anderen im § 7 zur Bestim- 
mung der 2>- Flächen angegebenen Verfahren auf den vorliegenden. 
Fall anwenden lassen; wir fahren dies aber hier nicht weiter aus, em- 
pfehlen vielmehr dem Leser, diese leichte Arbeit selbst vorzunehmen 
und weisen nur noch auf den wichtigsten Sonderfall hin, nämlich den 
in Fig. 283 abgebildeten Versteifungsbalken mit parallelen Ourtungen. 
Hier ergeben sich die Spannkräfte in den Füllungsstäben in bekannter 
Weise aus den Querkräften Q, und es genügt daher, die Ermittelung' 
der Q- Fläche für irgend ein Feld F^F^ zu zeigen.*) 

Sind Ml und if, die Angriffsmomente für die Knoten F^^ F^^ 
so besteht, da auf den Balken nur lothrechte Kräfte wirken, die Be- 



*) Bildet die vom Schnitte t getroffene Diagonale (D) mit der Wage» 
rechten den Winkel 9, so ist JD rin 9 = Q. 
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Ziehung 

Q- ^ 5; -Q,-H—^ . 

WO Q^ die Querkraft für das Feld F^F^ eines einfachen nicht an der 
Kette hängenden Balkens AB bedentet. Trägt man die Ordinaten. 
ViVt i^^l^ ^g- 29^^ '^^^ oii^®^ wagerechten Schlnsslinie ans anf nnd 




ng. »3. 

bezeichnet man die Neigungswinkel der anf diese Weise erhaltenen 
neuen Eettenlinie mit a', so erhält man die Oleichnng 

(14) Ö = Ö. — irtga' = tga'(g.cotga' — JJ), 

welche dieselbe Form hat wie Oleichnng (8) anf Seite 259; sie itlhrt 
zu der in Figur 288^ angegebenen Darstellungsweise der Q- Fläche. 
Figur 288^ zeigt schliesslich die Einflussfläche für den Auflagerdruck 
Äuj unter der Voraussetzung dass bei Ä ein Querträger angeordnet ist^ 
sie gilt für Träger beliebiger Gurtform und folgt ohne weiteres daraus^ 
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dass dem Balkenqnerscbnitte Ä die Querkraft Qz=i A^ entspricht. Fehlt 
der Endquerträger, wird also der erste Zwifi^chenträger unmittelbar 
auf das Widerlager gelegt, so ist das Dreieck ÄJ'B' durch das Drei- 
eck A' J" B' zu ersetzen.*) 

102. Formeln für den gleichmäasig belasteten Yersteiftingsbalken mit 

parallelen Gartungen. Wird die statische Berechnung auf Grund der stets 

zulässigen Annahme durchgef&hrt, es liegen die Knoten der Kette in einer 

ifxil x] 

Parabel, deren Gleichung y = — ^^ — — ist, Fig. 281, und wird femer die 

auf Seite 283 abgeleitete parabelfOrmige JET- Linie benutzt, so lassen sich die 
Ton einer gleichförmigen Belastung verursachten Momente M und Querkräfte 
Q auch schnell durch Rechnung bestimmen. Die bezQglichen Formeln und 
Regeln sollen hier zusammengestellt werden; sie werden in ähnlicher Weise 
entwickelt, wie die auf Seite 254—255 und 266—268 fflr den Zweigelenkbc^en 
bezw. den versteiften Stabbogen hergeleiteten Gesetze. 

1. Kette und Hängestangen. Es möge der allgemeinere Fall vorausgesetzt 
werden, dass nur ein Theil (^«) der ständigen Belastung g vor Ausführung 
der Versteifung aufgebracht werde, der Best gn = g — go hingegen erst nach 

Qvl* **) 

Vollendung des Balkens. Die Belastung gv erzeugt: /ii= ^^ , während 

of 

gn nur H^ = " hervorbringt. Infolge gänzlicher gleichförmiger Belastung 

des Balkens mit p entsteht Hp = ^ und infolge einer Erniedrigung der 

öf 

Aufstellungstemperatur Ht = '\- tEFht (1 — v), weshalb der GhrOsstwerth von JET: 

(1 5) H^ = -^ l>p + Gjt« + />) v] + e iEF* < ( 1 - V) 

ist. Die grösste Spannkraft in einem unter a geneigten Gliede der Kette 
ist nun 

(16) Smax = Hmax SOC tt 

und die grösste Spannkraft in einer Hängestange: 

8A 

(17) Zmax = Hn^ax (tg Or — tg tt^+l) = flm«, -^. 

2. Momente und Querkräfte des gänzlich heiasteten Balkens. Ist der ganze 
Balken mit }> f^i* <li6 Längeneinheit belastet, so entsteht an der Stelle x das 
!Moment 

(18) M, = ?^^^^(i-.] 



*) Die Auflager des Versteifungsbalkens und des ersten Zwischenträgers 
dnd bündig liegend angenommen. 

**) Wir vernachlässigen hier den Umstand , dass die Stützweite der Kette 
in der Regel etwas grösser ist als die des Balkens. 
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und im Felde FiF, (Fig. 287) dessen Mitte von der Trägennitte den Abstand 
x" haben möge, die Querkraft: 



Qp=^-^-—px — Hpi^a.''=px" 



Sf 



tg a". 



Der Winkel ol'\ den das Kettenglied des fraglichen Feldes mit der vor- 
erst in eine wagerechte Lage gebrachten Schlusslinie A" B" bildet, ist ebenso 
gross, wie der Neigungswinkel einer an der Stelle x an die Parabel vom 
Pfeile f gelegten Tangente, weshalb 

und 

(19) e,=jt>a:"(l-v). 

Mp und Qp sind also ebenso gross wie Moment bezieh. Querkraft für den 
Querschnitt x eines nicht an der Kette hängenden, nur bei A und B auf- 
liegenden Balkens, der gleichmässig mit j[> (1 — v) für die Längeneinheit be- 
lastet ist. 

Den Einfluss Mg bezieh. Qg der ständigen Belastung erhält man, indem 
man p durch gn ersetzt. 




t^ /?• J 

>pf1 h-''l'',N Li! J h ll;il !lill 



:ilJ1i|-t'''i'i''''-!ii'i'"''-''!'''l'i''H^'lillPi] /> 



it 



tninMp \ 



X r-i" ^ — 1 




Flg. 284. 

3. Grenztoerthe der Momente infolge der beweglichen Belastung. Um das 
Moment nUnMpm für einen (oberen oder unteren) Knoten m an der Stelle x 
zu bestimmen (Fig. 284, in welcher der Parallelträger durch eine Gerade er- 

4f 
setzt ist) mache man B"T = -~-, ziehe TS\\B' A , lege durch den Ketten- 
punkt tn' (senkrecht über m) die Geraden A"E und jB"j&' und belaste den 
Balken rechts von E und links von E*. Es entsteht dann (vergl. Seite 255) : 
Müller-BreeUu. Graphische Statik. II. 19 
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(20) 



.3fp=-^(s»+r»), 



(21) 
weil fn 



.3f^ = +^-^(£» + g'») + 



(l-v). 



während die Belastung der positiven Beitragsstrecke EE' hervorbringt: 

px {l — x) 
2 

minMp + maxMp = Mp ist. 

Die Ergebnisse der Gleich. (20) lassen sich auch recht übersichtlich wie 
folgt durch Zeichnung darstellen. Man trage von der Geraden AB (Fig. 284) 
aus eine kubische Parabel BJ auf, deren Gleichung 

ist, und verbinde den lothrecht unter E liegenden Punkt E^ dieser Parabel 
mit A, Die Gerade AEq schneidet dann auf der Lothrechten durch m die 
Strecke 



r=^ 



FDz 



3v 



Sfl 



(absolut genommen) 



ab, und es ist deshalb D ein Punkt der m<«3fp-Linie, zunächst allerdings unter 
der Voraussetzung, dass nur eine Belastungsscheide E in Betracht kommt. 
Bestimmt man aber die Punkte D für alle Querschnitte, die zwischen A and 
der Stelle C liegen, welcher £ = entspricht, zeichnet dann das Spiegelbild 
C'B der so erhaltenen Kurve und addirt schliesslich zwischen C und C die 
Ordinaten beider Kurven, so erhält man die endgültige m«» ^f^-Linie. Dieselbe 
wurde in Fig. 284 durch Schraffirung hervorgehoben. Behufs Aufzeichnung 
der kubischen Hilfsparabel berechne man für irgend eine Absdsse Si die Or- 



dinate Yi =. 



62 



und bringe dann die Gleichung der Parabel auf die Form: 



r=F, 



Sx' 



Eine bequeme Konstruktion dieses Ausdrucks ist in der ohne 



weiteres verständlichen Fig. 285 angegeben; die Geraden LM und NO mi 

parallel zur Abscissenachse. 

Die Ordinaten Y wachsen sehr 
schnell, weshalb es sich empfiehlt, 
Si nicht grösser anzunehmen, als 
gerade erforderlich, damit die 
Zeichnung nicht zu viel Baum be- 
ansprucht. Am besten ist es, die 
Punkte der kubischen Parabel nur 
für diejenigen Querschnitte zu be- 
stimmen, für welche die Momente 
gesucht werden. Man vergleiche 
das auf Tafel 5 durchgefQhrte 
Beispiel. 

Will man die Momente rech- 
nen, so setze man (indem man 
zunächst nur die Belastungsscheide 
E berücksichtigt): 




Flg. 285. 



min Mp - 



Sfl 
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ist. Man erh&lt dann fftr die Karre ADC (Fig. 28i) die Gleichung 

px[9tx' — t]* 
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(22) 



nUmMp — - 



54 V« ar'» 




Fig. 286. 

worin x' ^=l — x ist. Die Berücksichtigung der zweiten Belastungsscheide 
erfolgt in derselben Welse wie beim zeichnerischen Verfahren. Der Punkt C 

(Fig. 284) liegt bei x = l — und der Punkt C bei x = -^. 

4. Die Momente Mt infolge einer Temperaturänderung sind: 



(23) 



-xfTtr-n: ^^'f ^tf-^) . 



3f« = + Hty = + 



2 



sie Bind ebenso gross wie die Momente eines nicht an der Kette hängenden 



einfachen Balkens AB, welcher gleichmässig mit + 



8Htf 



für die Längenr 



einheit belastet ist. 

5. Die Gesammtmotnente: 

tmnM= minMp — Hty + Mg 

maxM =^ maxMp + Hty -j- Mg 

^-n.i^Mp + Mp^'Hty + Mg 
lassen sich nun sehr übersichtlich wie folgt darstellen. 

Man zeichne zuerst die Linie ^Z>5B, deren Ordinaten die grössten nega- 
tiven Momente minMp angeben und addire hierzu die Ordinaten einer Parabel 
ASiB von der Pfeilhöhe 

5;7=-Är+>^~(l--v). 



Je nachdem Htf^ - (l — v) ist, wird diese Parabel unterhalb oier 
oberhalb der AB aufgetragen; ihre Ordinate an der Stelle x ist 

und es ergiebt sich daher: fHtnM= — DDi, 

Jetzt zeichnet man eine zweite Parabel AS^B, welche die PfeilhOhe 

19* 
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s;j=mf+(p + gn){^{l-'^) 
hat nnd deren Ordinate an der Stelle x 

ist, weshalb man maxM=-\- DD2 erhält. 

6. Das grösate aller Balken- Momente entsteht sehr nahe der Stelle 

x=--r-L Es kommt dort nur ^m« Belastungsscheide in Betracht, und es ist 
4 

Q 

daher (wegen y = —-f): 
4 

4 

-^^f^^^'::^l^ + -^(l-v) + -?^-^ 



1 3 

Mit x = -rl und x' =^-—1 ffeht dieser Werth über in 
4 4 ° 

Für den Gurtquerschnitt des Versteif ungsbalkens ergiebt sich nun an der 
betrachteten Stelle der Werth 

WO a die zulässige Spannung bedeutet. Es empfiehlt sich, den auf diese Weise 
gefundenen Querschnitt der Berechnung der Ziffer v zu Grunde zu legen, weil 
die Momente mit abnehmendem v wachsen und es deshalb rathsam ist, den 
Werth V eher etwas zu klein als zu gross zu nehmen. Wir setzen daher: 

7. Grenzwerthe der Querkräfte infolge der beweglichen Belastung. 
Nachdem die Schlusslinie A" B" in wagerechte Lage gebracht worden ist 
(Fig. 283 u. 287), wird im Abstände 5^" = 4/*: 3v die Wagerechte SS' einge- 
tragen.*) Hierauf wird, behufs Ermittelung der Querkraft maxQp des Feldes 
FxF^^ durch A" eine Parallele zu dem Kettengliede F' F" gezogen, der Schnitt- 
punkt E dieser Geraden mit SS* bestimmt und (vorausgesetzt dass E links von 
B" liegt) der Balken zwischen E und der Feldmitte belastet. Für diesen Be- 
lastungszustand werden nun mit Hilfe der zweiten ^- Linie und der zweiten 
JI- Linie die Werthe A und H dargestellt und dann wird gefunden: 

(26) nu»^Qp = A-Htga\ 

wo a" den Winkel bedeutet, welchen F' F" mit der Wagerechten einschliesst. 
Die zweite ^1- Linie ist eine Parabel, deren Scheitel bei i^o liegt, und die zweite 
H- Linie wird in derselben Weise bestimmt wie beim Bogen mit zwei Ge- 
lenken (Gleich. 46, Seite 252); nur mit dem unterschiede, dass v einen an- 
deren Werth annimmt. Vergleiche auch die auf Seite 253 gelöste Aufgabe. 

*) Damit Figur 287 recht deutlich werde, nahmen wir die Balkenachse 
zusammenfallend mit der Geraden SS' an. 
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Liegt E rechts von J5o, so wird der Balken von der Mitte des Feldes FiF^ bis 
B belastet. 

Zur Berechnung von nunQp dient schliesslich die Gleichung 

(27) n^nQp + maxQp=Qp=px" (1 - v). 

Ein zweites Verfahren, 
mnxQp zu ermitteln, ist auf 
Seite 269 und 270 erläutert 

worden; dasselbe setzt 
gleiche Feld weiten und feste 
Werthe der Knotenlasten 
voraus; und ein drittes Ver- ^- 
fahren, ebenfalls f&r gleich- 
lange Felder und feste 
Knotenlasten, ergiebt sich 
wie folgt: 

Belastet man r Knoten- 
punkte, von B aus gezählt, 
Fig. 288, mit je;>X, so ent- 
steht 



(28) ^,=^rMrjtiiH 




Fig. 287. 




Flg. 288. 

und (nach der Formel 9, Seite 283, mit l=zn\)\ 



(29) 



Hr 



_ 8j>Xv 

~~sfr 



[l (n - 1) +2 («-2) + 8 («-8) + . 
r(r+l)(8n-2r-l), 



..+r 



(«-r)]x« 
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wofür man mit Rücksiebt auf Gleich. 28 auch schreiben darf 

(80) /f. = ^.-Miz--^f-^\. 

Zur zeichnerischen Bestimmung der Werthe Ar und Hr mache man (nach 

Fig. 288) AoJ^= ^^t bestimme senkrecht unter r + 1 auf der Geraden B^J 

den Punkt L, ziehe LR \\ AoBo und verbinde R mit Bo. Die (reraden BoA^, 
nnd BoR schneiden auf der Senkrechten durch r die Kraft r" r' =^ Ar ab. 

Verlängert man jetzt BoAo um JoC = 0,5 (l — X), macht CD = 2/": v und 
bringt die Gerade Dr" mit der Wagerechten' durch r' in r'" zum Schnitt, so 
erhält man r'r"* = Hr, welcher Werth nun von einer Wagerechten A' B' aus 
als Ordinate aufgetragen wird. 

Soll nun die Querkraft maxQp für das Feld FiF^ bestimmt werden, so 
Buche man mit Hilfe von .^"^|| F' F" die Belastungsscheide E auf und nehme 
nur die zwischen E und dem Schnitte tt gelegenen Knoten belastet an. Es 
seien dies die Knoten r, (r — l), .... k. Dann entsteht 

A^Ar-Ai,; H=Hr-Hii ^Qp = A- HtgOL"*) 

8. Die Querkräfte Qt infolge einer Temperaturänderung sind 

V« = + ^< tg a ^ + — -^ — X ; 
sie sind ebenso gross wie die Querkräfte eines nicht an der Keite hängenden 
einfachen Balkens AB, welcher gleichmässig mit + — ir~ ^- ^* I^i^gei^Gii^heii 
belastet ist. 

9. Die Oesammtquerkräfte: 

^Q = ^Qp + -5^ x^' + Q,**) 



min Q = min Qp j^ x" -{- Qg 



SfHt 



lassen sich jetzt übersichtlich wie folgt darstellen. 

Man trage von der Wagerechten A' B' aus (Fig. 289) die Querkräfte 
maxQp auf und addire zu denselben die Querkräfte eines gleichmässig mit 

o f IT 

^f« (1 — v) H -j^-^ für die Längeneinheit belasteten Balkens, welche letztere 

in bekannter Weise mittels einer Geraden JiM gewonnen werden, wobei 
A' M = -T-l und JiA' = gn(\—'*)-^-i ^j— ^ ist. Das Ergebniss ist: 

^„,Q^+Ä'V,-^=,^Qp-h^^^x''+gn(i-^)x''==n^^^^ 



*) Dieses Verfahren lässt sich selbstverständlich auch beim Zweigelenk- 
bogen mit annähernd konstanter Höhe h, sowie bei dem im vorigen § be- 
handelten Versteif ungßbalken mit parallelen Gurtungen anwenden. 

**) Ht sei der absolute Werth des Horizontalzuges infolge einer Temperatur- 
änderung. 
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Ersetzt man die Gerade JiM durch die mit Hilfe von 
TVi = i^ - (j,, +i,) (1 - V) I 
bestimmte Gerade J^M^ so erhält man: 

^Q, +:r7, -^ = «„Q, + -^ x" -p (1 - V) x" - <7 (1 - V) x" 

= «.«^p + -^^ X" -Qp-Q, = - minQ. 

Innerhalb eines Feldes hat Q einen festen Werth. 



I 




Plg. 289. 

108. Zahlenbeispiel (Tafel 5). Es soll eine versteifte Kettenbrücke 
mit folgenden Abmessungen berechnet werden: 

Stützweite der Kette l^ = 7b*^, des Balkens Z = 72-; Pfeil der Kette, ge- 
messen bis zur Schlusslinie /"= 9,0"» {fi = rund 9,7"*); Länge der unter a' = 85*' 
geneigten Rückhaltkette s' = 27'"; Höhe des Versteifungsbalkens Ä = 2,0*"; 
Feldweite X = 3*". 

Die ständige Belastung für jede der beiden die Brückenbahn stützenden 
Hauptträger sei ^ = 2,8* f. d. Meter, die bewegliche p = 1,5*. Es sei in Aus- 
sicht genommen, die Brücke zuerst unversteift auszuführen (vergl. Seite 279) 
weshalb ^^ = ^ = 2,8' und gn = 0, Die Temperaturänderung sei ^ = ± 40* Geis. 

1. Abschätzung des Quer Schnittsverhältnisses Fe : Fk (Fe = Gurtquerschnitt 
des Balkens, F* = Querschnitt der Kette im Scheitel) behufs Berechnung der 
Ziffer V. Es ist « 



8o 



■• -/-[l + -y- -Jt^ + 2 ^ sec a'l = 2,09 und 



1 



, j,5_ ^ ^o_ _^ 
"^ 16 P 



1 + 0,0968 



Fe 



l Fk ' ' Fu 

Schätzt man zuerst Fe'.Fk = 0,AO bis 0,45, so erhält man v = 0,962 bis 
v = 0,957, also rund v=:0,96. Aus der Formel 

(j Fk = II„,ax = ^ - [gv + (gn + p) v] + lEFkt (1 - v) 
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folgt nun der erforderliche Ketten-Querschnitt im Scheitel 



SfCa — e^^d — v)] 
and, wenn für eine schmiedeiseme Flacheisenkette die Beanspruchung 

a = 1000* f. d. gern = 10000' f, d. gm 
zugelassen und €.^=240' f. d. gm gesetzt wird: 

7 2' (2,8 + 1,5 .0 ,96) _oo^I7..h 

^* - "8T9^[10000~240.407ö;Ö4r " ' ^ 

Der Neigungswinkel a der äussersten Glieder der parabelfOrmig gerech- 
neten Kette ist durch 



sec 



., = P^"« = j/'+>V=T>^ 



O'il 7 . 
bestimmt, und es muss daher der Kettenquerschnitt bis zu FfcBecai= — -r — y^ 

= 0,0356 gm anwachse]^. Im yorliegenden Falle empfiehlt es sich, der Kette 
den überall gleichen Querschnitt 0,0356 gm zu geben, also auch F» = 0,0356 
zu setzen. 

Nun ergiebt sich der Horizontalzug infolge der Temperaturändening: 
Ht = lEFkt (1 — v) = 240 . 0,0356 . 40 . 0,04 = 13,7* 
und der Gurtquerschnitt des Balkens nach Gleich. 25 (wegen gn = 0): 

82Äc; L^' V 9^ ^^ ^J^ iha 
Wird a = 750* f. d. gern = 7 500' f. d. qm gestattet, 80 folgt: 

8. 72». 1,5 r 1 /■■- 4\' 1 3.18,7.9,0 _„,.., 



Hiernach ist: 
Fe 0,0154 



: 0,433 und V = , , ^..^ao n.oo = 0.9Ö98 , 



Fl, 0,0356 ' 1 + 0,0968 . 0,483 

also rund v = 0,96, übereinstimmend mit dem zuerst gefundenen Werthe von v. 
Eine Wiederholung der Rechnung ist daher nicht erforderlich, und es darf 
die Untersuchung des Versteifungsbalkens mit v = 0,96 durchgeführt werden. 
Der grösste Horizontalzug der Kette ist 

^«,tf=-^(^+^v) + Ä = -g^ (2,8 + 1,5. 0,96) +13,7 = 319' 

und der graste Zug in einer H^lngestange: 

Für die Rückhaltkette erhält man: 

Smax = Hmax sec 35" = 389', 
und der Druck auf den Kettenpfeiler ist: 

H^ (tg 35» + tg a,)*) = 319 [0,7 + 0,5] = 883*. 



4/ 
*) Genügend genau ist tg aj = -y- . 



Digitized by VjOOQ IC 



Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken, 297 

2. Spannkräfte in den Gurtungen, Fig. 290. Die zur Ermittelung der 
Belastungfischeiden dienende Wagerechte SS' liegt im Abstände 

4f_ 4.9,0 _ 

3v - ö.ü,56 -^^'^ 
Ton der A" B"-, ihre Schnittpunkte lo, 2«, So, .... mit den Geraden Ä"i', 
A"2\ Ä"S', . . . bestimmen die den Knotenpunkten 1, 2, 3, . . . entsprechen- 
den Belastungsscheiden. In Fig. 290 wurde die Kette parabolisch angenommen. 
Auf der Senkrechten durch B" wurde die Strecke 5"0"=4/'=86- aufge- 
tragen und in 24 gleiche Theile zerlegt. Die von den Theilpunkten 1'', 2", 
8", . . . nach A" gezogenen Strahlen schneiden dann die Senkrechten durch 
1, 2, 3, . . . in den Ketten punkten 1', 2', 3' ... und die Geraden SS' in den 
Punkten lo, 2o, 3o, 

Die Werthe — ,- wurden nach dem auf Seite 289 bis 291 zur Ermittelung 
n 

der Momente M benutzten Verfahren bestimmt. Pankt lo liegt im Abstände 
$j = 45,91"* von der Senkrechten B"£' und es ist daher die zugehörige Ordi- 
nate der nach Fig. 285, Seite 290 aufzutragenden kubischen Hilfsparabel: 
pl.« _ 1.5 ■ 45,91' _ 
-^Ih - 6.72.2.0 - ^^^'*^ ^°""*"- 
Die Pfeilhöhen der gemeinen Parabeln A' L^B' und A' L^B' sind (wegen 
gn = 0)f bezw. 

^^==iMjLM_ = 61,65 Tonnen = rund 62 Tonnen 
und 

■^ + g(l-.)==61,65 + ^-'^;y^ =ruBd 81 Tonnen. 

Die Zeichnung liefert für die Knoten 1, 2, 8, ... 12: 

: + 32; +59; +80; +97; + 

+ 111; + 109; + 108 Tonnen 

«'«-^ = — 29; —53; —72; —86; —95; -101; — 102; — 101; — 97; 
h 

— 93; — 90; — 89 Tonnen. 

Durch diese Werthe sind die in Fig. 293 zusammengestellten Spannkräfte 

in den Gurtungen bestimmt. 

3. Spannkräfte D in den Diagonalen, In einer unter dem Winkel 9 
gegen die Wagerechte geneigten Diagonale entsteht die Spannkraft 

~ sin 9 
wo Q die Querkraft für das fragliche Feld bedeutet. Das obere Vorzeichen 
gilt für eine linkssteigende, das untere für eine rechtssteigende Diagonale. 

Da 9 für Bftmmtliche Diagonalen gleich gross ist \— = 1,80281 so wurden 

NSin9 / 

an Stelle der Querkrilfte Q sofort die Werthe Q' = -^^ dargestellt und zwar 

nach dem auf Seite 293, Fig. 288 und 289 für die Ermittelung der Kräfte Q 
angegebenen Verfahren. Hiemach sind die Ordinaten der für feste Knoten- 
lasten 19 X aufgetragenen zweiten (^ : sin 9) -Linie durch die Strecke 



«^-^ = + 32; +59; +80; +97; +108; +115; +118; +118; +115; 
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1^=-^^= 1.5.72 1.8028 , 

2 8in<p 2 

bestimmt. Die Ordinaten der zweiten (H: sin 9) -Linie wurden nach Fest- 
legung des Punktes D [mittels ]4o^ = ~ (Z — X) = 4- (72 — 3) = 34,50« und 

= ISJö-] auf die früher beschriebene Weise (Fig. 288) 

aus den Werthen ^:sin9 hergeleitet; die Hilfslinien sind grösstentheils wie- 
der ausgelöscht worden. Ffir ^ : sin 9 und H : sin 9 wurden auf Tafel 5 die 
kürzeren Zeichen A' bezw. H' eingeführt. 

Wird nun beispielsweise maxQp für das dritte Feld gesucht, so zieht 
man von Ä** aus zu dem Eettengliede III eine Parallele, bringt diese mit 
der Wagerechten SS' in IIIq zum Schnitt und erhält in der Senkrechten 
durch IIIo eine Belastungsscheide.*) Hierauf nimmt man die zwischen dem 
fraglichen Felde und IIIq gelegenen Knotenpunkte 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 mit 
je i>X belastet an und findet für diesen Zustand: 

A TT 

- = As—Aii; = Hi' — IIn, mithin 



sm 9 sin 9 

^Q; = (^a' - ^11') - (fi»' - ^u') tg 0^. 

Der Kürze wegen haben wir auf Tafel 5 den Werth A^' — Au mit Am 

bezeichnet und den Werth (H^' — jETh') tg a» mit Tm. Die letztere Kraft ist 

mittels der zum Kettengliede /// rechtwinkligen Geraden ///' bestimmt worden. 

Auf dieselbe Weise wurde die Kraft mäxQp für alle Felder der linken 

Balkenhälfte in der Form dargestellt: 

maxQ'pT= Al — Ti'f maxQ'pII= An — Tu; u. s. w. 

wobei zu beachten ist, dass nur den Feldern I bis VIII Belastungsscheiden 
/q. . . . VIIIo entsprechen. Für das IX^ Feld entsteht maxQp sobald sämmt- 
liche rechts von diesem Felde gelegenen Knoten belastet sind, weshalb 
Aix=A9' und Tix=Il9 tga^, und ebenso folgt Ax=Aioj Tat = Hio' tg a^ 
u. s. w. 

Die so gewonnenen Kräfte maxQp sind in Fig. 292 im Massstabe !"•»•= 1* 
Von der Geraden AM aus nach unten aufgetragen worden. Hierauf wurde 
die Gerade JiM mittels 

^J. = -*t^ = jLM^. 1,8028= 12,35' 
/sin 9 72 

festgelegt und für jedes Feld die Kraft „^Q' nach dem auf Seite 294, Fig. 289, 
angegebenen Verfahren bestimmt. 

Zur Ermittelung der «,»$' müsste die Gerade JiM durch eine Gerade 
J^M (Fig. 289) ersetzt werden, wobei 

AJ,= ~^' ^(l_v)—f— = 11,96* 

Z sin 9 ^ ^ ' 2 sm 9 ' 

zu machen wäre. Es unterscheiden sich aber die Ordinaten der Geraden 
Ji M und Jj M so wenig voneinander, dass es im vorliegenden Falle erlaubt 

ist , minQ' =^—majcQ' ZU SCtzOn. 



*) Ist die Kette parabelförmig, so sind die von A" aus nach den bereits 
in Fig. 290 benutzten Punkten 1", 3", 5", 7", ... . gezogenen Geraden be- 
ziehungsweise parallel zu den Kettengliedern /, //, ///, IF, . . . 
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Die Ergebnisse lauten fflr die Felder 1, 2, 3, ... 12: 

'^^^Q' = ±B9'; 33'; 29'; 26'; 24'; 23'; 23'; 24'; 25'; 25'; 25'; 25'. 

Denselben entsprechen die in die Figur 293 eingeschriebenen Spannkräfte Z>. 

Der Widerstand Ä am linken Auflager des Balkens ist, falls kein End- 
querträger angeordnet wird: 

Ä = Di sin 9, woraus maxA = + 21,6'; mtmA = — 21,6'. 
Der positive Widerstand ist nach oben gerichtet, der negative Werth Ä muss 
durch einen Anker aufgenommen werden. 

Ist ein Endquerträger vorhanden, so entsteht 



,^ = 21,6 + ^ = 21,6- 



1.5.3,0 



= + 24'. 



während mtnA den oben angegebenen Werth behält, weil bei der Belastung, 
welche mtnA erzeugt, der Knoten unbelastet bleibt. 

Wir empfehlen dem Leser, auf Grund der angegebenen Spannkräfte 
nunmehr die Längenänderungen sämmtlicher Stäbe zu berechnen, die genauere 
Einflusslinie für H als Biegnngslinie für den Zustand H = — 1 darzustellen 
und für einige Momente und Querkräfte die Einflussflächen abzuleiten. Diese 
schärfere Ermittelung der /f- Linie erfolgt genau wie bei dem in No. 96 be- 
handelten Zahlen beispiele und es dürfte deshalb überflüssig sein, hier näher 
darauf einzugehen. 

104. Der Stabbogen mit darüber liegendem Versteifungs- 
balken, Fig. 294, lässt sich als umgekehrte versteifte Kette deuten 
und mit Hilfe der im vorstehenden entwickelten Verfahren untersuchen. 
Die Glieder des Stabbogens und die senkrechten Zwischenstäbe werden 
natürlich auf Druck beansprucht ; auch muss man zur Bestimmung der 
Punkte A" und B" 
die äussersten Glieder 
des Bogenff über R 
bezieh. T hinaus ver- 
längern. Endlich sind 
bei Berechnung des 
Horizontalschubes H 
mit Hilfe der für den 

Horizontalzug der 
Kette abgeleiteten For- 
meln die Längen s' 
und s" der Rückhalt- 
ketten gleich Null zu 
setzen. 

In Fig. 294 ist ein bei A und B auf den Pfeilern gelagerter Balken 
gezeichnet worden, in Fig. 295 ein an den Enden mit den Kämpfer- 
gelenken durch senkrechte Stäbe verbundenes Versteifungsfachwerk. 




Fig. 294. 
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Während das erstere Tragwerk Lasten beliebiger Richtung aufzunehmen 
vermag, ist letzteres nur senkrechten Lasten gewachsen. Damit es fUhig 
werde, auch wagerechte Lasten auf die Pfeiler zu fibertragen, lege man 
einen Knoten des Versteifungsbalkens auch im wagerechten Sinne fest, 
z. B. B in Fig. 295*. Führt man dagegen den Stabbogen bis an den 
Balken heran, Fig. 296, so erhält man ein Fachwerk, welches nur in 
den Punkten B und T gestützt zu werden braucht; dasselbe ist steif 
und einfach statisch unbestimmt. 
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Flg. 295». 
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Flg. 296. 



Für den in Fig. 295 dargestellten Träger ist die Anzahl der Knoten- 
punkte k = 27, der Stäbe ^ = 50 und der Seitenkräfte der Stützenwiderstände 
a = 4,*) mithin 

2k = 8-\-a (d. h. 54 = 50 + 4), 
80 dass man versucht sein könnte, den Träger für einen statisch bestimmten 
zu halten. Ein Blick auf die in Fig. 295^ eingetragene Figur F' lehrt aber, 
dass hier ein bewegliches Stabgebilde vorliegt, ein Tragwerk, welches sich 
nur in gewissen BelastungsfUUen als brauchbar erweist, dann aber statisch 
unbestimmt ist; und zwar ist leicht einzusehen, dass einer am Versteifungs- 
balken angreifenden wagerechten Last erst dann von den Spannkräften der 



*) Wir erinnern daran, dass bei Ermittelung der Zahl a der Widerstand 
eines festen Auflagers in zwei Seitenkräfte zerlegt werden muss. Einem be» 
wegliohen Auflager entspricht a = l. 
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anfäDglich senkrecht stehenden Zwischenstäbe das Gleichgewicht gehalten wer- 
den kann, wenn diese Stäbe infolge einer Verschiebung des Balkens eine ge- 
neigte Lage angenommen haben. Fällt der Stabbogen mit der Geraden RT 
zusammen {f= 0), so ist das Fachwerk ein solches von endlicher Beweglichkeit; 
Gleichgewicht ist in diesem Falle bei einer wagerechten Belastung des Ver- 
steifnngsbalkens überhaupt nicht möglich. Sonst ist die Beweglichkeit — 
starre Stäbe vorausgesetzt — eine unendlich kleine, und es liegt einer der 
auf Seite 37 hervorgehobenen Ausnahmefalle vor. 

Haben Stabbogen und Versteifangsbalken einen Knotenpunkt ge- 
mein und wird trotzdem das eine Balkenauflager fest gemacht (Fig. 297), 
so entsteht ein steifes , zweifach statisch unbestimmtes Fach werk. Als 
statisch nicht bestimmbare Grössen führt man zweckmässig die wage- 
rechten Auflagerwiderstände H^ und JJ. ein; man berechne sie mit 



^^ 




Flg. 297. 

Hilfe des im § 5 gelehrten allgemeinen Verfahrens und leite die Ein- 
flusslinie für Ho und H„ aus den Biegungslinien für die Zustände 
Ho = —l und Hu = — i ab. 

Eine solche zweifache statische Unbestimmtheit entsteht natürlich 
auch, wenn eine der Hängestangen der in Fig. 278 dargestellten ver- 
steiften Kettenbrücke die Länge Null erhält; und man kann hieraus 
schon schliessen, dass im Falle sehr kurzer mittlerer Hängestangen die 
unter der Voraussetzung einer einfachen statischen Unbestimmtheit ge- 
wonnenen Ergebnisse nicht mehr ganz scharf sein können, eine That- 
sache, die sich auch in der Weise erklären lässt, dass die Neigungs- 
winkel sehr kurzer Stäbe schon bei einer geringen Form Veränderung 
des Fach Werks sich wesentlich vergrössern oder verkleinern können ^ 
was dann zur Folge hat, dass die Annahme verschwindend kleiner 
Winkeländerangen nicht mehr zutrifft. 
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§ 10. 

Einfach statlseh unbestimmte Bogen- nnd Kettenbrücken 
mit melireren Oefftaungen. 

106. Die nächste Unterduchong beschäftigt sich mit einer Beihe 
einfach statisch unbestimmter Bogen- und Kettenbrücken mit mehreren 
Oeffnungen, deren Berechnung sich eng an die üntersnchungen der 
vorigen Paragraphen anschliesst. Als statisch nicht bestimmbare Grösse 
wird durchweg der Horizontalschub (bezieh. Horizontalzug) H eingeführt 
und zur Ermittelung von H infolge einer senkrechten, in m angreifen- 
den Last P« wird die Gleichung 

H=Pm — w 

F 

benutzt, wobei h' die mit EF, multiplicirte senkrechte Verschiebung 
bedeutet, welche m bei Eintreten des gedachten Belastungszustandes 
jH'= — 1 erfahren würde, während 5' die Stabkraft für den Zustand 
H= — 1 ist. Die zu betrachtenden Tragwerke lassen sich in zwei 
Gruppen scheiden; bei den Gebilden der einen Gruppe besteht das 
statisch bestimmte Hauptnetz aus einer Beihe von Einzelhalken, während 
die anderen im Falle JT= in Gerber sehe Balken übergehen. 

a. Dat statitch bettimtnte Hauptnetz besteht aus einer Folge von Einzelbalken. 

106. Bogenbrüoke mit mehreren Oeffliiingen. Die über einem 
Mittelpfeiler zusammentreffenden Bögen erhalten dort ein gemeinschaft- 
liches, auf wagerechter Bahn geführtes Eämpfergelenk, damit diese 
Pfeiler nur senkrechte Di*ücke erfahren. An den Enden sind feste 
Kämpfergelenke angeordnet, Fig. 298. 

Liegen sämmtliche Gelenke in einer wagerechten Geraden, so sind 
die senkrechten Stützen widerstände A, B, C unabhängig von H und 
ebenso gross als bestände das Tragwerk aus einzelnen Balken ACi, 
C^C^y , . . Man erhält z. B. für die in Fig. 298 angenommene Be- 
lastung : 

n h '2 '2 '8 *8 

um die ^- Linie zu bestimmen, berechne man für jede einzelne 
Oeffnung die den Gewichten w = -^-g- —~ entsprechenden einfachen 
Balkenmomente M„ — genau wie beim Zweigelenkbogen (Seite 208) — 
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und dividire dieselben durch die über die Knotenpunkte sämmüicher 
Oeffnungen auszudehnende Summe: S«=SyM7. Man erhält für P=l: 

TT- ^' 

Aus der durchweg positiven JET- Linie werden alle übrigen Ein- 
flusslinien ganz in derselben Weise abgeleitet wie beim Zweigelenkbogen. 




Flg. 298. 

In Fig. 298 ist beispielsweise die JIC- Fläche für einen Knoten- 
punkt m der Mittelöffnung C^C^ dargestellt worden; sie unterscheidet^ 
sich von der Jlf«,- Fläche eines Zweigelenkbogens C^C^ (abgesehen von 
den kleineren Ordinaten der J7- Linie) nur dadurch, dass sie links von 
C^ und rechts von C^ einen aus den negativ zu nehmenden IT- Flächen 
bestehenden Zuwachs erhält. Denn Lasten, welche ausserhalb der Oeff- 
nung C^ Cj liegen , beeinflussen das zweite Glied des Ausdruckes 

M^ = Mom — Hj/m- 
Für den infolge einer gleichmässigen Zunahme der Anfangstem- 
peratur um t^ entstehenden Horizontalschub findet man (vgl. S. 212) 

wo 2^ die Summe der Stützweitem sämmtlicher Oeffnungen bedeutet. 

107. Kettenbrücke mit mehreren OefChungen. Der in No. 106 
behandelten Bogenbrücke kann man die in Fig. 299 dargestellte, durch 
Einzelbalken versteifte Kettenbrücke an die Seite stellen. Behufs 
Ermittelung der ^- Linie berechne man auch hier für jede einzelne 

Oeffnung die den Gewichten w = j- - ' entsprechenden einfachen 

Balkenmomente M„ und dividire dieselben durch den Ausdruck 
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31 = ^z -[- -:-- (SX^ sec* a^ -j" *' ^^^ °^' "i~ ^'' sec a") 

+ — - :2^Zr (ig CLr — tg a^+l)^ 

dessen Summen sich über sämmtliche Oeffnnngen erstrecken. Man 
erhalt für P=l: 

TT- ^- 

Aus der durchweg positiven IT- Linie werden die übrigen Einfluss- 
linien in derselben Weise abgeleitet wie im § 9, No. 101. In Fig. 299 
ist als Beispiel die if^- Fläche für einen Knotenpunkt der Mittelöffnnng 
gezeichnet worden. 




Fig. 299. 

Für den Horizontalzug infolge einer Temperatur änderung erhält 
man nach Seite 283 und 284: 



H,= 



eEFj^S's 



&EFJ 



[SX^ sec' a + s' sec a' -|- s" sec a" 



31 ~ n 

+ ^Zr{igOLr — igCLr+l)l 

Die in den vorstehenden Formeln noch enthaltenen Summenaus- 
drücke darf man für die einzelnen Oeffnungen nach den Formeln be- 
rechnen : 



S^rjtga^ — tga^+i)^ = 
S0^(tga^ — tga,+i) = 



,_ 64AM3Ä' — 2A— l,5c)J^ 



31? 
8/^1(3^ — 2/^1— 1,5 c) 

Die im § 9 für Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen nach- 
gewiesenen Vereinfachungen sind natürlich auch bei der Kettenbrücke 
mit mehreren Oefifnungen ausführbar. 
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b. Das statisch bestimmte Hauptnetz ist ein Gerberscher Balken. 

108. Aosleger-Bogenbr&oke mit drei Oeffiiiingen. Das Trag- 
werk in Figur 300 besteht aus einem Zweigelenkbogen AB mit Aus- 
legern ÄGi und BG2, welche zur Unterstützung der Einzelbalken 
CGi und G^D bestimmt sind. Wird eines der beiden festen Lager 
-4, 5 in ein auf wagerechter Bahn bewegliches verwandelt, so ent- 
steht ein Gerberscher Balken (Zustand H=0), dessen Angriflfe- 
momente mit Mo bezeichnet werden mögen, und dessen senkrechte 
Stützenwiderstände = Ay B, C, D seien. Durch Hinzutreten der Wider- 
stände H werden die senkrechten Auflagerkräfte sowie die Spannkräfte 
in den äusseren Oeffnungen CA und BD nicht geändert. Nur im 
mittleren Theile AB sind die Stabkräfte S abhängig von H] sie lassen 




Fig. soo. 



sich auf die Form bringen: 8 = Sq — S' H wo Sq den Werth von S 
für ^=0 bedeutet und S' die Spannkraft infolge H= — 1 ist. 
Zur Ermittelung der fi^- Linie benutzen wir wieder das Gesetz: 

8' 



H = P- 



Sä'2^ 



F/ 



wo 8' die mit EF^ multiplicirte Ordinate der Biegungslinie für den 
Zustand H= — 1 vorstellt. Diese Biegungslinie besteht zwischen A 
und B aus einem Polygon, welches genau so bestimmt wird, wie für 
einen gewöhnlichen Zweigelenkbogen AB, ferner aus den Geraden A'G^ \ 
Gi'C und ^'G^', G2'D\ welche den bei Eintreten des Zustandes 
H= — 1 spannungslos bleibenden Auslegern und Einzelbalken ent- 
sprechen. Wird die Biegungslinie des Theiles AB durch Aufeeichnung 

Müller-Breslau, Graphigohe Statik, n. 20 
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eines Seilpolygons gewonnen, so erhält man die Geraden A' G^^' und 
B' Gy^' als die äussersten Seiten dieses Polygons. Meistens führt jedoch 
die Berechnung der j?- Linie mittels der Formel 

Ä=-^(yergl. §7). 

schneller zum Ziele. In diesem Falle empfiehlt es sich, behufe Ver- 
längerung der JET- Linie über ä' und B' hinaus, sämmtliche Grewichte 

l 
w zur 2m; zu vereinigen, das Moment 2«?—- zu berechnen, welches 

4 

dieses Gewicht in der Mitte eines einfachen Balkens A' B' hervorbringt, 

hierauf senkrecht zu -4 ^ die Strecke RT= aufzutragen und 

4 2iZ 

die Geraden TA' und TB' zu ziehen. Es ist dann A'Gi" die Ver- 
längerung der Geraden TA' und B'G^" die Verlängerung von TB', 
Lasten P, welche links von A' oder rechts von B' aufgebracht werden, 
rufen einen negativen Horizontalschub H hervor. 

Hätte beispielsweise der mittlere Theil AB die Abmessungen des in 
Fig. 212 auf Seite 220 dargestellten Zweigelenkbogens, so würde zwischen Ä 
und B die in Fig. 212 dargestellte JJ-Linie ohne jede Aenderung beizubehalten 
sein. Man würde dann S«; = («7o -f m;i -[-«;,-[-«?,-[- u?^ 2 + itj = (0,88*) 
+ 0,88 + 2,85 + 15,00) 2 + 20,00 = 57,12 erhalten, mithin 



^^_ ^u>l _ 57,12.20 _ 
^^-rsi- 4.188,356 -^'^®- 



Der Horizontalschub infolge einer Temperaturänderung ist ebenso 
gross wie der eines Zweigelenkbogens AB, 

Behufs Herleitung der übrigen Einflusslinien aus der JET- Linie 
beachte man, dass sich die Mittelöffnung bei unbelasteten Seiten- 
öffnungen genau wie ein gewöhnlicher Zweigelenkbogen verhält. Will 
man also beispielsweise die JlC-Fläche zeichnen, so trage man (wie in 

Fig. 221, Seite 229) Ä\/= 1 — auf, ziehe JB', bestimme m' loth- 

ym 

recht unter m, verbinde m' mit A' und subtrahire die JET- Fläche von 

dem die — ^^- Fläche vorstellenden Dreiecke A'in'B'. Der unterschied 
ym 

beider Flächen ist die ^„.-Fläche des Zweigelenkbogens AB; der Mul- 
tiplikator ist =ym' Verlängert man nun die Geraden m' A' und m'B' 
bis zu ihren Schnittpunkten Gi, G^ mit den Senkrechten durch (r^, 



h 1 

*) Der Werth w^ = -z~- = •— - = 0,38 wurde früher nicht gebraucht, da 

er ohne Einfluss auf die Momente M^, ist. 
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^Tj, und zieht man schliesslich die Geraden G^ C\ G^ D' so giebt der 
Linienzug C' G^ A' m B' G^ B' die auf A' B' als Null-Linie bezogenen 

— ^^-Linie des Gerberschen Balkens CABD an, und die in Fig. 300 

schrafQrte, zwischen dieser Linie und der ^- Linie gelegene Fläche ist 
daher die gesuchte ^«-Fläche. 

109. Stabbogen, versteift durch einen Gtorbersohen Balken. 
Ganz ebenso wie der in No. 108 untersuchte Träger werden die in den 
Figuren 301 und 302 dargestellten Stabgebilde behandelt. Zuerst 




±r ^^"O-l^ -' \ : i i ; M = I -tri; 








Fig. 801. 




Fig. a02. 

werden die Einflusslinien für die Mittelöffhung genau so gezeichnet, als 
wären die Seitenöffnungen gar nicht vorhanden, und schliesslich werden 
sie über A' und B' hinaus auf die vorhin beschriebene Weise ver- 
längert. In Fig. 301 ist eine ^-Fläche eingezeichnet worden. 

110. TTebungsanfgaben. Wir empfehlen dem Leser schliesslich 
noch die Untersuchung der in den Figuren 303 und 304 abgebildeten 




Fig. 808. 



20* 
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Tragwerke. Die dnrcli einen Oerberschen Balken (mit in der Mittel- 
Öffnung angeordneten Gelenken) versteifte Kette ist bereits auf Seite 16^ 
in allgemeiner Weise bebandelt worden; der Leser wolle hier die JET- 
Linie mit Hilfe von Gewichten m?^ = y^ berechnen und zwar im An- 
scbluss an die im ersten Bande Seite 418 gegebene Entwickelung der 
Formel: M^ = M,^ — Hy^. 




Fig. 804. 

Der Bogenträger in Fig. 304 wird ähnlich berechnet wie der auf 
Seite 165 und 181 untersuchte Träger. An Stelle des Linienzuges^ 
ÄEC^DiFB in Figur 183** ist zur Bestimmung der y^ der durch die^ 
Gelenke G^ und G^ gelegte Linienzug ÄJ^J^B zu benutzen. 

§ 11. 
Fachwerkbogen mit eingespannten Eämpfem. 

m. Der bereits auf Seite 158 in ganz allgemeiner Weise be* 
handelte Bogenträger mit eingespannten Enden ist dreifach statisch un- 
bestimmt und erfordert daher die Aufstellung von drei Elasticitäts- 
bedingungen. Diese soll hier nach zwei verschiedenen Verfahren er- 
folgen, von denen das erste an die Voraussetzung senkrechter Lasten 
gebunden ist, während die zweite Untersuchung Einzelkräfte beliebiger 
Bichtung berücksichtigen wird. Besonders hervorzuheben ist, dass bei 
Herleitung der Elasticitätsgleichungen die Längenänderungen der Fül- 
lungsstäbe stets vernachlässigt werden dürfen. Denn beim Bogen mit 
eingespannten Kämpfern erweist sich der Einfluss der Temperaturände- 
rungen (welche doch nur geschätzt werden können) als so bedeutend^ 
dass eine allzu peinliche Ermittelung der übrigen Einflüsse noch viel 
weniger am Platze ist, wie beim Zweigelenkbogen. Auch die Annahme 
eines überall gleichen Gurtquerschnitts {Fo = jP*« = Konst.) ist zur Ver- 
einfachung der Rechnung in der Regel anzurathen. 

a. Erstes Verfahren. 



112. Einfluss einer senkrechten Einzellast (Fig. 805). Die- 
Einzellast P erzeugt Stützenwiderstände (Kämpferdrücke) K^ und K^^ 
welche P in demselben Punkte C treffen, und deren Schnittpunkte mit 
den Senkrechten durch die äussersten Stützpunkte Ä und B mit F^ 



Digitized by VjOOQIC 



Fachwerkbogen mit eingeepannten Kämpfern. 



309 



^nd F2 bezeichnet werden mögen. Der Linienzug -FiC-Fi ^öisst das 
MiUdkraftapolygon und die Gerade F^F^ die SMusslinie, 

Der senkrechte Abstand NQ eines Punktes des Mittelkraftspoljgons 
von der Scblusslinie ist gleich dem durch den Horizontalschub H des 
JBogens dividirten Biegungsmomente Mo eines durch die Last P bean- 

H 




rig. 805. 



CD = 



spruchten einfachen Balkens Ä B , dessen Stützweite = Z ist und der 
an den Enden frei aufliegt.''') Es folgt deshalb 

Pab_ 
IH ' 

und hiemach ist das Dreieck F^CF^ und somit auch die Richtung von 
Kl und K2 bestimmt, sobald die Schlusslinie i^^Fj und der Horizontal- 
schub H gegeben sind. 



*) Man betrachte Fi CF^ als Calmann'sche Momentenfläche des einfachen 
Balkens A'B'. 
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Wir beziehen den BogentrSger aaf eine senkrechte Achse Ä^ und 
eine schräg liegende Achse A,, Neigung der Ä^ und Lage des Ur- 
sprungs seien vorläufig beliebig. Die Lage der Schlusslinie be- 
stimmen wir durch Angabe ihres Schnittpunktes F^ mit der Achse Ä^, 
d. h. durch Angabe der Strecke z^ in Fig. 805*, femer durch die 
Strecke e, welche die zur Schlusslinie parallele Gerade JiJ^ auf der 
Senkrechten durch B abschneidet. 

Behufs Ermittelung des Angriffsmomentes M^ für irgend einen 
Knotenpunkt m führen wir durch m einen senkrechten Schnitt, zer- 
legen den von diesem Schnitte in JV^ getroffenen Kämpferdruck (hier K^) 
im Punkte N in eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft und 
erhalten: liA'bDS ir. 

Sind nun ^^ und x^ der senkrechte bezw. wagerechte Abstand 
des Punktes m von den Achsen A^, und A^, so ergiebt sich 
Nm=^NQ — y^ — z^ 



■ = -— , also z = — x^-]rZo 



mithin (wegen H'NQ=MoJ: :. ^^>^ =- '•^^^^^ - '^ >v /- i (u*^ 

(1) M^ = Mom — HVm T-j^m — Hz^. 

X'" ^ 

Indem wir nun die Bezeichnungen einführen 

(2) Hz, = X';^ = X"',H=X"', 
erhalten wir die Gleichung 

(3) ' M^ = M,^—x' — x'x^ -r r'v«, 

welche die Berechnung der Momente M^ gestattet, sobald die drei 
statisch nicht bestimmbaren Grössen X', X", X'" gefunden sind. 

Zur Berechnung der X bedienen wir uns der Gleichungen (V) auf 
Seite 163. Wir nehmen starre Widerlager an, setzen also X' = 0, 
Z/" = 0, Z/'" = 0. Auch vernachlässigen wir die Formänderung der 
Püllungsstäbe. '^ C^ - ' '- • -At^i-) 

Die Spannkraft des einem Knotenpunkte m gegenüberliegenden 
Gurtstabes ist 

(4) - ^^T-f" 

und zwar gilt das obere Vorzeichen für die obere, das untere für die 
untere Gurtung. Den Zuständen X' = — 1, X" = — 1, X'"= — 1 



tii 
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entsprechen die Momente: 

(5) M: = +i; Mj' = + x^; Mj'' = + y„. 
und die Stabkräfte: 

(6) S' = +^; S" = + ^', S"'^Tf- 

Tm ^m ^m 

Wählen wir nnn das Achsenkreuz Ä^, A^ derart, dass die Summen 

^'''"-if ^''^"-Wf-^ ^^"'"'-W^ 

yerschwinden, dass also die Bedingungen: 

^'^ ^imjj-''' ^^-r-j-""' ^-EF:::irT-^ 

erfüllt werden, so gehen die Gleichungen (V) für eine Einzellast P 
über in: 



(8) 



^' S ^^" , =Ph' + :^S'ets 
EF^rJ 



xjs^ 



EF^rJ ^ 

EF^rJ 



wo h\ 8", 5'" die an der Stelle P gemessenen Ordinaten der den Zu- 
ständen -X''= — 1, X" = — 1, JC'" = — 1 entsprechenden Biegungs- 
linien bedeuten. 

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung schreiben wir sämmt- 
lichen Gurtstäben denselben Querschnitt F (Mittelwerth der F^ zu und 
setzen feste Werthe Ej e, t voraus. Multipliciren wir dann die Glei- 
chungen (8) mit EF, so erhalten wir mit der Bezeichnung: — ^=t^»» **) 
den Einfiuss einer Einzellast P: 

(9) r=P ^^r; r' = P-#^; X- = p4?^ 

ferner den Einfiuss einer gleichmässigen Erwärmung um t: 

^,_ eEFt^S's ,, _^Ft^S\ „, eEFt^S"'s 



*) In den angezogenen Gleichungen (V) ist p = Vt ip • 
**) Sollen verschieden grosse Gurtquerschnitte P« berücksichtigt werden, 
so muss Wm =—^^Er~ gesetzt werden. 
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Die Bedingungen, welche durch geeignete Wahl der Lagen der 
Achsen Ä^, A^ zu erfüllen sind, lauten: 

(11) 2a:«MJ^' = 0, Sy«f^J = 0, Sa:^y^wrj = 0. 

Wird dem Knotenpunkte m das Gewicht w^ beigelegt, so fordern 
die Gleichungen (11): 

1. Der Ursprung muss mit dem Schwerpunkte der Gewichte 
w' zusammenfallen. 

2. Die Richtung der Achse Ä, muss so gewählt' werden, dass 
das Centrifugalmoment der Gewichte to' gleich Null ist. 

In der Begel wird der Bogen symmetrisch sein in Bezug auf die 
Senkrechte durch die Mitte. Dann fällt die Achse A^ mit der Sym- 
metrieachse zusammen und 
die Achse A^ mit der wage- 
rechten Schwerachse der Ge- 
wichte w\ 

Einen steigenden Bogen 
leite man, falls der Unter- 
schied in der Höhenlage der 
Kämpfer gering ist, nach 
Fig. 306 aus einem sym- 
metrischen Bogen ab und 
schreibe den einander ent- 
sprechenden Knotenpunkten 
beider Bogenhälfben gleiche 
Gewichte «?' zu.*) Man er- 
reicht hierdurch, dass die 




Flg. 306. 



Achse Aj, mit der Mittelsenkrechten und die A^ mit der zu A' B' paral- 
lelen Schwerachse der Gewichte lo* zusammenfällt. 

Ganz allgemein findet man die 
Achsen Äx, Ay wie folgt Man be- 
zieht den Bogen zanächst auf ein be- 
liebiges rei^htwinkliges Achsenkreuz x\ 
y' mit wagerechter x'- Achse (Fig. 307) 
berechnet die Summen: 

S u>' y'^t S io' x' y' 
bezeichnet mit i, y] die Coordinaten 
von in Bezug auf x\ y\ mit a den 
Neigungswinkel der Ax gegen die a;'- 




Diese Annahme ist ebenso zulässig, wie die Annahme F:F»,= 1. 
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Achse und hat dann: 

a? = S — x' 

y = y' — «'tga— (t) — Stga). 
Die Gleichungen Sir'ic = 0, S«?'y = 0, Sw'a?y = liefern nun: 



(12) 



tg a .— 



Schliesslich bestimmt man noch 

2M>'y* = 2tt7'y'* — Iiq^Sm^' — tg* a Skj'x'j 
Natürlich kann man auch die auf der Darstellung voirMomenten zweiter 
Ordnung beruhende Ermittelung yon tg a auf zeichnerischem Wege mit Hilfe 
von Band I, § 5 — 7 ausfuhren. 

Nach Festlegung der Achsen Ä^, Ä^ bestimme man die Zähler der 
für X', X", X"' gefundenen Ausdrücke (9) wie folgt. 

Man erwäge, dass den Zuständen X'= — 1, X"=: — 1, X'"= — 1 
die Momente 

(13) MJ = U M„" = ^', Mj" = y^ 

entsprechen, und dass sich die mit EF multiplicirten Durchbiegungen 
h\ h'\ h'" als die Momente eines einfachen Balkens A'B' (des statisch 
bestimmten Hauptsjstems) deuten lassen^ welcher beziehungsweise be- 
lastet wird mit den Gewichten: 

Wm = 2~» *^" = 2~» ^ = 8 )' ^- ^' ""* 

^m ^m ^m 

(14) f^„==— ^; w^ =— — ; w„ =— :2— 

Bezeichnet man also die unter P gemessenen Ordinaten dieser ein- 
fachen Momentenlinien mit Mj, Mj\ Mj" so erhält man: EFh' ='Mj; 
EFh" = Mj'; EFh"' = Mr und findet schliesslich für die Einfluss- 
linien der Grössen X\ X'\ X"' die Gleichungen: 

(15) X: = P^; X" = P^^^^^^; X" = P J'' ,„ .**) 



F 
*) Vergl. Seite 188, Gleichung (2), in welcher - *- = 1 zu setzen ist 

Jcm 

*♦) Die Gleichung für H=X"' stimmt mit der im § 7 zur Berechnung 
des Horizontalschubes eines Zweigelenkbogens erhaltenen Formel überein. Nur 
ist jetzt if auf eine andere Achse bezoj^en. Wir machen noch auf die im § 7 
für verschiedene Sonderfälle gezeigten Umformungen und Kürzungen der Ge- 
wichte w aufmerksam; dieselben sind natdrlich auch bei eingespannten Bogen- 
trägem brauchbar. 
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Aus den Einflusslinien für die Grössen X', X'\ X'" kann man 
jetzt alle übrigen Einflusslinien ableiten und zwar lassen sieb hierzu 
verschiedene Verfahren anwenden. 

1. Mit Hilfe der Gleichungen 

•äfm }^owi ^ ^// ^m ^/^/ ym_ 

hm hm hm hm hm 

ermittle man die (M: Ä)- Linien und hieraus nach Seite 226 und 227 
die Einflusslinien für die Stabkräfte.*) 

An Stelle von -r — schreibe man — —■ -r — , wo d eine beliebig an- 
hm d hm 

X' 
zunehmende Strecke bedeutet. Die Multiplikation der — -, X", X!" 

d 

d XtH Vm 

mit — — , - -, — — führe man (nach Seite 174 und 175) mit Hilfe 

hm hm hm 

von Winkeln aus, deren Tangenten gleich den Multiplikatoren sind. 

2. Man bestimme fdr verschiedene Lagen der Einzellast P = 1 
die Mittelkraftspolygone F^^CF^ (Fig. 805) und benutze diese zur Be- 
rechnung der Ordinaten der (M : Ä)-Linien. 

3. Nach Aufzeichnung der Einflusslinien für die Gurtkr^fte be- 
stimme man die Einflusslinien für die Spannkräfte in den Füllungslinien 
nach No. 72. 

4. Man nehme die Lasteinheit P der Reihe nach in sämmtlichen 
Querträgerangriffspunkten an, zeichne für jeden einzelnen dieser Be- 
lastungszustände einen Cremona*schen Kräfteplan und bestimme die Ein- 
flusslinien der Stabkräfte mit Hilfe dieser Eräftepläne. 

113. Die Aufgabe, das Mittelkraftspolygon F^CF^ (Fig. 805) zu 

' ' X' 

zeichnen, lässt sich — ausser durch Bestimmung der Werthe z^ = ^ 

X"' 
und e = ~-~- 1 — noch in folgender Weise lösen. 

Verbindet man die Gewichte w' und m?" durch Seilpolygone 
(Fig. 305), deren Polweiten Wi und Wn sein mögen**), so erhält man 
nach Eintragung der Schlusslinien «', s" die Momente 

Mj = M7/T)'; Mj' = tCfifi". (Fig. 305 c u. e). 

Die äussersten Seiten des ersten Seilpolygons schneiden sich auf 
der Achse -4y, da ja diese Gerade die senkrechte Schwerachse der 6e- 



*) Zum ersten Seilpolygon haben wir in Fig. 805 * das zugehörige Kräfte- 
polygon theilweise gezeichnet. 
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Wichte w' ist, und man findet: 

2m?' :«(?/ = m : Ä; also Sm?' = xci -— und (nach Gleich. 15) 



■r^ 






Die äussersten Seiten des zweiten Seilpolygons schneiden anf der 

die Summe der Gewichte w" (nämlich Sm;" = Sa:ec?') gleich Null und 
deshalb die Mittelkraft der w" unendlich klein und unendlich fem ist. 
Es ergiebt sich nach (15): 

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Länge v dar- 
gestellt wird: 

wobei n nach Fig. 305 mittels der parallel zu den äussersten Seiten 
des ersten Seilpolygons gezogenen Geraden g^ und g^ (Fig. 305®) be- 
stimmt werden kann. 

Zerlegt man nun die Kämpferdrücke K^^ K^ nach senkrechter 
Richtung und nach der Richtung der Achse A^^ und bezeichnet man 
die senkrechten Seitenkräfte mit A und B (Fig. 305^), so findet man 
leicht: 

A\H={Ci)-{'-^d)\a, wo CD=— ^, 

weshalb 

Ph He Pb „ vb , „ 

und hieraus folgt, dass das Seilpolygon der Gewichte m?" die Strecke 

V =^ P, welche seine äussersten Seiten auf der Last P abschneiden in 

die Theüe 

'r\A = A und ttj^ = jB 

zerlegt. Hat man also den Horizontalschub H mit Hilfe eines die 
Gewichte w"' verbindenden Seilpolygons durch eine Strecke if]'" dar- 
gestellt (was möglich ist, weil nach Gleichung 15 die Kraft X'" = H 
proportional r{" ist), so ist man im Stande, die Kämpferdrücke nach 
Grösse und Bichtung anzugeben, und braucht jetzt nur noch einen Punkt 
des Linienzuges F^CF^ zu bestimmen (Fig. 308). 

Besonders einfach gestaltet sich nun die Bestimmung der Schnitt- 
punkte R der Kämpferdrücke mit der Achse A^. Wir bezeichnen die 
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Entfernung des Punktes Ei von der A^ mit ^ und berechnen diese 

Strecke, indem wir die Summe der Momente der im Oleichgewichte 

befindlichen KrSfte K^, K^, P in Bezug auf F^ gleich .Null setzen.^ 

Vorher ersetzen wir jedoch P durch die beiden in F^ und i^g angreifen- 

Pb Pa 

den Seitenkrafte -y- und — zerlegen Zj und K^ auf die in Fig. 308 

angegebene Weise, verschieben die in die Achse A^ fallende Seitenkraft 




^«i.-^ 



Fig. 308. 

von Kl nach und zerlegen sie dort nach wagerechter und senkrechter 
Richtung. Die fragliche Momentengleichung lautet dann: 

A^-]'Hz, — -^k = 0, d. h. 

sie befert, wegen v — = n: 
tn 






wo f\o in Fig. 305 die Strecke bedeutet, welche das Seilpolygon der 
Gewichte tv' und die letzte Seite dieses Polygons auf der Last P ab- 
schneiden. Die hieraus sich ergebende zeichnerische Bestimmung des 
Punktes Ri zeigt Fig. 308; die von dem im festen Abstände n von 
gelegenen Punkte T aus gezogene Gerade TEi ist parallel zur Ge- 
raden g. 
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Auch der Punkt F^ lässt sich schnell festlegen. Man trage zu 

diesem Zwecke vom unteren Endpunkte von K^^ die Strecke tio — nach 

m 

oben auf, ziehe die Gerade g' und hierauf OF^Ug', Der Beweis ist 
leicht zu finden. 

Besonders einfach gestaltet sich die doppelte Bestimmung der Lage 
von K2 wenn man die willkürliche Polweite des Seilpolygons II so 
wählt, dass v = m wird (was durch zweimaliges Aufzeichnen dieses Seil- 
polygons zu bewirken ist). Dann wird fi^ — = yio und n = k, 

tn 

114. Wir wenden nun das im Vorstehenden entwickelte Verfahren auf 
einen symmetrischen Bogenträger Fig. 309» an und stützen nns hierbei auf die 
im ersten Bande nnseres Baches, Seite 23 o. 24, Fig. 26^ gezeigte Darstellang 
der höheren Momente paralleler Kräfte. 

8 

Die durch Rechnung zu bestimmenden Gewichte w' = —^ werden zu- 
nächst als lothrechte Kräfte aufgefasst und in der Reihenfolge Wi\ w^', w^'y . . . 
durch den Seilzug I (Fol Oj, Polweite wi) verbunden. Die Polweite wi darf 
beliebig gross angenommen werden. Die Seiten des Seilpolygons I schnei- 
den auf der Achse A^ die den Gewichten w" proportionalen Strecken 

ab, welche fQr die Knotenpunkte der linken Trägerhälfte positiv sind, für die- 
jenigen der rechten negativ. Betrachtet man diese Strecken als senkrechte, 
an die Stelle der w' tretende Kräfte, verbindet sie durch ein Seilpolygon II 
(Pol On, beliebige Polweite =u7/r), und misst man senkrecht unter der in 
Frage kommenden Last P die durch den Seilzug II und dessen äusserste Seiten 
bestimmten Strecken t]^, r\s, v, so erhält man 

y\Ä:'riB:v = A:B:P 
und für den Kräftemassstab P=v: 

r\A = A; •i\B = B. 
Da die x- Achse wagerecht ist, so sind A und B die senkrechten Stützen- 
widerstände. 

Jetzt wird die Achse Ax als wagerechte Schwerachse der Gewichte w' 
bestimmt. Hierbei empfiehlt es sich, zur Erzielung einer recht deutlichen 
Zeichnung den Bogen verzerrt aufzutragen. 

In Fig. SOD'J wurden die Höhen verdoppelt, auch sind die Gewichte w' 
zunächst in der Reihenfolge Wi\ w^\ w^, tv^', «?/, iW*) durch einen Seil- 
zug III (Pol Ouit beliebige Polweite wm) verbunden, um eine Durchkreuzung 
aufeinander folgender Seiten zu vermeiden. Der Schnittpunkt der äussersten 
Polygonseiten bestimmt die -4«, und auf dieser Achse werden von den Seiten 

w'2y 
des Seilzuges die den Gewichten tv'" proportionalen Strecken — abge- 
schnitten, welche positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem sie ober- 
halb oder unterhalb der A^ liegenden Knotenpunkten entsprechen. Diese 



*) Iw^'e» weil nur die Hälfte des symmetrischen Bogens betrachtet wird. 
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Strecken wurden (an Stelle der w') als wagerechte Kräfte aufgefasst und durch 
einen Seilzug IV (Pol Orr, beliebige Polweite ufir) verbunden , dessen äusserate 
Seiten auf der Ax eine Strecke u abschneiden, für welche die Beziehung gilt: 

uwiv = ^ ^ 2y. 

tPin 

Hieraus folgt für eine Bogenhälfte ^w*y^^=\wniwivu und für den 

ganzen Träger: 

2«? ' y* = i^ wui wiru. 

Um nun die zur Ermittelung von 

•dienenden Momente MJ" zu bestimmen, wurden die Strecken — - — (an 

tciu 

Stelle der w') als senkrechte Kräfte aufgefasst und durch ein Seilpolygon V 

(Pol Ovf Polweite ivr) verbunden, jetzt aber in der Reihenfolge 1, 2, 8, . . . *). 

Ist ri'" die Ordinate dieses Seilzuges, so ist das Biegungsmoment des mit den 

•Gewichten — - — belasteten Balkens A'B' gleich i^^ktq"', und man erhält 
toni 

daher für einen durch die Gewichte tc"' = uf'y beanspruchten Balken: 
MJ" = J wmtvr t] '" , weshalb 

Wählt man also tpr = (z. B. wir ^ i » und icv = iu wie dies 

in Fig. 809 geschehen ist)**) so findet man: 

und ist jetzt im Stande, für jede Einzellast P die Kämpferdrücke Ki und JS^ 
zu ermitteln, um die Lagen dieser Kräfte anzugeben, bestimmt man mit 
Hilfe der zur ersten Seite des Seilzuges I parallelen Geraden ED die Strecke n 
und trägt dieselbe auf der Achse Ay von aus nach T hin ab (Fig. 808). Nun 
dreht man die vom Seilzug Jund dessen letzter Seit« auf P abgeschnittene Strecke 
Y]o um 90° nach links, verbindet ihren Endpunkt mit dem Endpunkte der 
Strecke y]^ durch eine (strichpunktirte) Gerade und zieht zu dieser von T aus 
eine Parallele; dieselbe schneidet die Ax im Durchgangspunkte von Kf 

U6. EinfliLSS einer Temperaturändemxig. Zur Berechnung J. 
der von einer Temperaturftnderung herrührenden Werthe X könnten ? 
die Gleichungen (10) und (6) benutzt werden; der folgende Weg ver- 
dient jedoch den Vorzug. 



*) Im zugehörigen Kräfteplan ist die Reihenfolge der Strahlen durch 
Ziffern angegeben. 

'*'*) i^F ist die einzige Pol weite, welche nicht willkürlich, sondern durch 
die vorhergehenden Polweiten bestimmt ist. Der Maassstab, in welchem die 
w' aufgetragen werden, ist, so lange nur der Einfluss von Lasten in Frage 
kommt (nicht auch der von Temperaturänderungen) ganz gleichgültig. 
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Wir denken die Spannkräfte S'" = + 1 — 



rm 



durch zwei entgegen- 




gesetzt gleiche , nach aussen gerichtete Kräfte von der Grösse 1 sec a 
(Fig. 310) hervorgerufen, welche mit der Achse Ag, (deren Neigungs- 
winkel = a sei) zusammenfiEJlen und deren Angriffspunkte L^ und L^ 
mit den Bogenenden durch starre Stäbe verbunden seien.'*') Sodann 
fassen wir 1 sec a als eine Spannkraft (und zwar als einen Druck) auf, 

der in einem die Knoten 
Li und Lj verbindenden 
Stabe auf irgend eine 
Weise erzeugt wird und 
wenden auf das nunmehr 
nur von inneren Kräften 
beanspruchte und in kei- 
nem Punkte gestützte 
Fachwerk das Gesetz der 
virtuellen Versch iebungen 
an, indem wir den Stab- 
längen s die Aenderungen o • s zuschreiben , wo o) einen festen Werth 
vorstellt. Wir erhalten dann die Arbeitsgleichung 

^S'"o8 + S^'^üÄ — 1 sec a . wZ^I, = 

1 

wobei sich das erste Glied auf die Stäbe des Bogenfachwerks bezieht, 
das zweite auf die hinzugefügten starren Stäbe, mit Ausnahme von 
LjLg, das dritte schliesslich auf den Stab L^L^^ Wird co gehoben 
und werden die Punkte L^, L^ so angenommen, dass ^S'"8 = wird, 

so ergiebt sich 

25'"« = L^L^ sec a 
und wir erhalten sehr einfiach: 

eEFtr' sec ol 



Fig. 810. 



(16) 



xr= 



WO r" die Länge der Strecke L^L^ bedeutet. 

Zur Bestimmung des Punktes L^ bezeichnen wir die Längen der 
Stäbe ÄL^, CL^^ AC mit a, 5, c, die durch die Kraft 1 sec a in diesen 
Stäben erzeugten Spannkräfte mit Sa'\ S^'\ S"' und suchen die Er- 



*) Diese Kräfte erzeugen das Angriffsmoment Mm ^ 1 sec a (y«. cos a) = y«. 
und die Stabkraft SJ" = + -^. Diese Formel gilt auch für die Füllungs- 

Vm 

Stäbe; an Stelle der Knoten m treten die bekannten Drehpunkte der Bittet^ 
sehen Momentengleichungen. 
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ftülnng der Gleicbnng 

s:"a+srb-\-s:"c=o 

herbeizuführen. Geht der erste Füllnngsstab des Bogenfachwerks durch 
den Funkt Ä, so ergiebt sich der in Fig. 311 dargestellte Kräfteplan, 
in welchem Sj'' die Spannkraft im ersten Oliede der unteren Gurtung 
bedeutet. Mit den aus der Figur zu entnehmenden Bezeichnungen der 
Winkel folgt, wenn AE und AE' so gezogen werden, dass <CLiEA = ^ 
und <iLiE'A = (^ wird: 



-s : 
sr 



und hieraus: 



sin (4> — t) 

sin (180° — i|;) -Je 



CE CE 



S, 



sin p L^E' L^E' 



sin ß 



a 



S:"a + sr (CE + L, E') + S^c = 0. 



4ik^&eeQp 





Flg. SU. 

Die oben aufgestellte Bedingung wird hiemach erfüllt, sobald 
CE+L^E' = b, d. h. sobald f^ = ^ wird. 

Aehnlich folgt: Geht der erste Füllungsstab von C aus (Fig. 312), 
so muss, damit aSa" -\-hSi" -\- cS^'' =0 werde, der Winkel L^LiC=^ 
sein. 

In derselben Weise wird der Funkt L^ bestimmt und damit die 
Länge der Strecke L| L^ =- ^'^ gefunden. Man vergleiche Fig. 313, in 
welcher die äussersten Fttllungsstäbe durch A bezieh. B gehend ange- 
nommen wurden. 

Müller-Brealaa, Onipblsobe Stotlk. n. 
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Durch eine Reihe ganz ähnlicher Schlussfolgemngen wird für die 
im Zähler des Ausdruckes für X" stehende Summe der Werth 



(17) 



25"« = ^' und damit X/' = 






gefunden, wobei V den gegenseitigen Abstand der auf der Achse A^ 
gelegenen Punkte N^ und N^ bedeutet, welche erhalten werden, so- 
bald man von A und B aus Gerade zieht, die mit der Achse Ay die 
Winkel ^ und ^\>' bilden. 




Flg. 318. 

Um schliesslich noch die Summe ^S's in einfacher Weise zu be- 
rechnen, denken wir uns die Momente M' = 1 und Spannkräfte 

5j = + — durch an den Bogenenden^angreifende rechts drehende Kräfte- 

paare hervorgebracht, welche aus zur Achse Ag, parallelen Kräften von 
der Grösse 1 bestehen und deren Arm =1 ist, Fig. 314. Sind J^j, 




Flg. 314. 



-^2 > ^1 1 «^2 <^ie Schnittpunkte dieser Kräfte mit den Geraden A Li und 
BL^, so folgt aus den vorstehenden Untersuchungen 



'^S"s = J^J^ — El E^ = cotg 4» + cotg 4>' 
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und es ergiebt sich daher: 

(18) X = ^^^^(cQ^g^ + ^^Q^g^^O . 

Für den in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte symmetri- 
schen Bogen ist l" = also auch X/'=0. Ist ausserdem, was ebenfalls 
in der Regel (zum mindesten annähernd) zutreffen wird, \|> = \|>' = 90° 
also cotg4^ = cotg vl'^O» 80 folgt auch X'=0 und (wegen a = 0) 

(19) xr = H.= 'J^^'Z , 

worin V" die gegenseitige wagerechte Entfernung derjenigen Punkte 
der Kämpfer bedeutet, von denen die äussersten Fallungsstäbe aus- 
gehen.*) In diesem wichtigen Falle erzeugt also die Temperaturände- 
rung zwei in die Achse Ä^ fallende Kämpferdrücke von der Grösse fff. 

Wird die Gestalt eines leicht ansteigenden Bogens nach Seite 
aus einer symmetrischen Grundform entwickelt, so ist es ebenfalls zu- 
lässig als Folge der Temperaturänderung einen [mit der ^,- Achse 
zusammenfallenden Kämpferwiderstand anzunehmen. Die Grösse des- 
selben ist (wegen Kt = Ht sec a = X"' sec a) 

/«^N T^r &EFtV" secoL 
(20) K, = = 

Wird der Einflass der Belastung nach No. 114 mit Hilfe von Seilpoly- 
gonen dargestellt, so wird man auch die in den Nennern der Werthe Xt, Xt", 
Xt" auftretenden Summenausdrücke mittels jener Seilz((ge berechnen. Man 
mnss dann auf die Einheiten der in Frage kommenden Grössen achten. Für 
den in Fig. 309 untersuchten Bogen ist z. B. 

^ _ eJSFtl'" _ zEFtV" 

und ^ymWm = iwinwjvUf weshalb 

Will wryu 

Nun ist «?».'= -^ der reciproke Werth einer Länge, also '^yl^Wm eine 

Länge und man muss deshalb eine der drei Strecken tom, wir, u (gleich- 
gültig welche) mit dem Maassstabe messen, in welchem die w' aufgetragen 
worden sind, die andern beiden aber mit dem I^cigenmaassstabe der Zeichnung» 

b. Zweites Verfahren. 



Ue. Wir entwickeln noch ein zweites Verfahren, welches auch 
über den Einfluss schräger Lasten Aufschluss giebt und sich eng an 



*) Für den IVäger in Fig. 306 ist V'^A'B'. 

2V 
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die in No. 65, Seite 160, gegebene allgemeine Lösung anlehnt. Zu 
dem Zwecke ersetzen wir das linke Widerlager durch eine starre Scheibe 
(Fig. 815^), und fügen in dem vorläufig beliebig angenommenen Punkte 
derselben zwei sich aufhebende Kräfte K^ hinzu, welche dieselbe 
Richtung und Grösse haben, wie der linke Kämpferwiderstand K^. Die 
eine dieser beiden Kräfte bildet mit dem Kämpferwiderstande K^ ein 
Kräftepaar, dessen Moment K^c wir mit X« bezeichnen; die andere zer- 
legen wir in X^ (senkrecht) und X« (mit vorläufig willkürlicher Rich- 
tung). X«, X», X«, führen wir als die statisch nicht bestimmbaren. 
Grössen ein. Sind dieselben bekannt, so lässt sich K^ wie folgt finden: 
Zunächst stellt man Grösse und Richtung von K^ mittels des Kräfte* 




Flg. 315. 

zuges X^ Xft in Fig. 315^ fest. Nun bestimmt^man die in Fig. 31&» 
mit Z bezeichneten senkrechten Kräfte, welche ein dem Kräftepaare 
(Xi, Xj) gleichwerthiges Paar bilden, mittels der Bedingung ZA: = X^. = K.c 
Schliesslich stellt man in durch Hinzafügung der Hilfskraft L das 
Gleichgewicht zwischen X^ und Z her und zieht durch zu L eine 
Parallele , welche die Senkrechte durch A im Durchgangspunkte F^ des 
Kämpferdruckes K^ schneidet. 

Bei Aufstellung der Elasticitätsbedingungen legen wir dem Punkte 
die Ordnungsziffem h oder c bei, je nachdem wir als den An- 
griffspunkt von Xft oder X^ bezeichnen wollen. Zur Berechnung de& 
Einflusses einer in m angreifenden, beliebig gerichteten Last P^ be- 
nutzen wir die Gleichungen: 

y p *»*« -y p "w* *" V Dl "»* 



(21) 
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in denen die h die auf Seite 146 erklärte Bedeutung haben, und deren 
Gültigkeit voraussetzt, dass der Angriffspunkt von Xf,9 Xc und die 
Richtung X^ nach den auf Seite 158 und 159 (im Beispiel 1) gegebenen 
Regeln bestimmt werden. (Erzielung von 8.j = 8j„ = ; g«« = 8^«= ; 

K = 8a6 = 0). 

Wir fassen (Fig. 316) den Stabzug 0-1 — 2 — 3—4 8 — 9 

mit der ruhenden Seite — 1 ins Auge, und schliessen an diesen den 
{vorläufig noch nicht gegebenen) Punkt ö^ 10 mittels der starren Stäbe 
9 — 10 und 8 — 10 an. Das Dreieck 8 — 9 — 10 ist dann die das 
linke Widerlager vertretende Scheibe. Die Stablängen bezeichnen wir 
mit du d2, d^ . , . und die in demselben Sinne zu messenden Winkel 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten mit aj, oc^, aj . . . 

Werden die Formänderungen der Füllungsstäbe vernachlässigt, was 
stets erlaubt ist, so sind die Verschiebungen der Knotenpunkte durch 
die Aenderungen Aa der Winkel a vollständig bestimmt.*) Dabei ist 
mit den geläufigen Bezeichnungen 8^ und r„: 

(22) Aa«= + -^ bezieh. Ao« = — -^ 
je nachdem a„ ein Dreieckswinkel ist oder nicht. 

Dem Angriffsmomente if« entspricht S^=+ —^ und A«^ = + — ^^> 

wobei sich das obere Vorzeichen auf die obere Gurtung bezieht, das 
untere auf die untere Gurtung. Ist a ein Dreieckswinkel , so ist 8 ein 
üntergurtstab , anderenfalls ein Obergurtstab, so dass allgemein: 

(23) A«. = + -^f||- und i^f'Aa« = ^ £, 

WO F den mittleren Gurtquerschnitt bedeutet. 
Rechnen Wir also mit 

(24) Aa„ = ^^Jf„ 

SO erhalten wir die ^F- fachen Verschiebungen, eine Vergrösserung, 
die auf das Brgebniss der Gleichungen 21 ohne Einfluss ist, da in 
diesen nur Verhältnisse von Verschiebungen vorkommen. Wird die 
empfehlenswerthe Annahme eines überall gleichen Gurtquerschnittes ge- 

macht, und F\F^=^i gesetzt, so entsteht: Aa„= -j-J/«. 



*) Will man diese Längenänderungen berücksichtigen, so wende man 
zur Bestimm nng der Formänderungen das Williot'sche Verfahren an. 
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>t.-i 



>1- ' 




Fig 316. 
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Den Zuständen Xa = — 1, Xb = — 1, Xc = — 1 entsprechen 
die Momente: 

Mj = — 1, Mj' = x„, M^'' = y^ 

und infolge dessen die Winkeländerungen: 

Aa« = — — 3-; A a„ = a:^-2-; Aou =—j—^ 

^m ^m ^m 

deren absolute Werthe mit den im ersten Verfahren benutzten Ge- 
wichten M?«', f<v", w^" übereinstimmen, wobei nur zu beachten ist, 
dass jetzt y rechtwinklig zu Xc gemessen werden muss.*) 

Die Aufzeichnung der Verschiebungspläne geschieht nun in folgen- 
der Weise. 

7. Verschiehungsplan für den Zustand Xa = — 1. Man betrachte 
die Winkeländerungen — Aou = Ä^:r^ als lothrechte nach abwärts 
gerichtete Kräfte und verbinde dieselben durch einen Seilzug 7, dessen 
erste Seite wagerecht anzunehmen ist und dessen Polweite Wj willkür- 
lich gewählt werden darf. Durch die den Knotenpunkten 1, 2, 3, ... 9 
des Stabzuges entsprechenden Punkte des Seiizuges lege man wage- 
rechte Gerade g^^, g^, g^y . . . und zeichne von dem beliebig in g^ an- 
genommenen Punkte l' aus einen Linienzug l' 2' 3' 4' .... 9', dessen 
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges. 1 — 2 
— 3 — 4 .... 9 sind. Die von dem mit l' zusammenfallenden Pole 
öa nach den Punkten 2', 3', 4' . . . gezogenen Strahlen stellen dann 
die Verschiebungen der Knoten 2, 3, 4, . . . nach Grösse und Richtung 
dar, und man findet daher den einer Einzellast P„ entsprechenden Werth 
h^a als Projektion des Strahles 0«w' auf die Richtung von P„ und 
zwar in einem von der Polweite Wj und den Werthen E^ F abhängigen, 
vorläufig gleichgiltigen Maassstabe. Da nun der (die Ziffer 10 tragende) 
Punkt in Ruhe bleiben soll, muss 10 ' mit ö« zusammenfallen und 
es ist mithin die Lage von 10 durch die Bedingungen: 9 — 10 | 9'— 10', 
8 — 10_j_8' — lO' bestimmt; auch leuchtet ein, dass Punkt 10 in der 
senkrechten Schwerachse der Gewichte —äa=w' liegt, wodurch das 
Zusammenfallen von X^, mit der früher benutzten Achse A^ be- 
wiesen ist. 

ViiTi |w^ tes Verfahren d er Aufzeichnung des Linienzuges l' 2' 3' . . . 
besteht in der Berechnung der Drehungswinkel 4> und Werthe ^ = ^\fd 



*) Es wird sich später zeigen, dass die Richtung von X mit der Rich- 
tung der Achse Ax in Fig. 305 zusammenfällt. Wäre die wagerechte Pro- 
jektion von Xc (d. i. H) als statisch nicht bestimmbare Grösse eingeführt 
worden, so würde die Uebereinstimmung der A"'a mit den früheren «>"' eine 
vollständige sein. 
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für die einzelnen Stäbe d^, d^ , , . Man erhält: 

4>i = Aai; 4*8 = 4*1 +^«2; 4*3= +«+^«3; 

Pi = ^i4^i; p2=5=<^24'2; P3 = ^34's; 

und macht nun: 

1' — 2' = pi; 2'— 3' = p,; 3' — 4' = p3; 

Ein d ri ttes Ver fahr en stützt sich auf den Umstand, dass die 
Strecken p nur von den Aa und d abhängen, nicht aber von der Ge- 
stalt des Stabzuges. Reiht man also die Stablängen d wagerecht an- 
einander, wie dies die in kleinerem Maassstabe gezeichnete Fig. 317 

zeigt, so findet man die 
-Jar, 'Ja^ -^of, -Joe, -Jcr, -/^, '^^ -^^, Werthe p als die unter- 

4 I ^r i ^4 ^4 ^*^ ^'r ^Z^Ji ^^^^^^^ aufeinander fol- 
gender Ordinaten eines 
die Gewichte — Aa ver- 
bindenden Seilpolygons. 
/\^ Schliesslich könn te 
man viertens die Punkte 

1', 2', 3' mit 

Hilfe eines Williot'schen 

y erschiebun gsplanes 
festlegen. 

Das erste Verfahren 
lässt im Stich, sobald 
der Stabzug lothrechte 
Stäbe enthält, und es 
führt zu ungenauen Ergebnissen, falls Stabricbtungen vorkommen, die 
von der Lothrechten nur wenig abweichen. 

Man denke sich z. B. den Stab 7 — 8 der lothrechten Lage genähert, um 
einzusehen, dass eine genaue Bestimmung des Punktes 8' infolge des ent- 
stehenden schleifenden Schnittes schwierig ist. Man würde dann p? berechnen 
oder von dem Seilpolygon in Fig. 317 das Stück 6—7 — 8 aufzeichnen, welches 
durch pe und Aoj bestimmt ist. 'Besitzen mehrere Stäbe eine solche Lage, so 
wird man von der Anwendung des ersten Verfahrens ganz absehen. Am über- 
sichtlichsten ist die Bestimmung der p nach Fig. 317. 

Nach Ermittlung von 8^^ findet man den Einfluss von P„ auf 
Xa mittels der ersten der Gleichungen 21, in der h„a den Drehungs- 
winkel (4>) der Scheibe 8 — 9 — 10 für den betrachteten Belastungs- 
zustand Xa= — 1 bedeutet. Nun entspricht dem Stabe 9 — 10 der 

Werth p = 9' — lO' also der Drehangswinkel ^ = — 7X~ "= ^ 

und man erhält daher: 




Flg. 817. 
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^a = Pm 8„.a -^— 

und für die durch die Gleichung Zk=X„ bestimmte Kraft Z den Werth: 

Einer in 5 angreifenden lothrechten Last P5 entspricht: 
Z = 



p-nsa 



K 

d. i. ein Werth, zu dessen Ermittlung die Aufzeichnung des Seilzuges I 
gentigen würde. 

IL Verschiehun gsplan^är den Ziistqn d_X^ '^~:zj^ ^i® Gewichte 

8 8 CC 

— Aa' = - 7~ werden durch die Gewichte — Aa" = ^^^^^ (welche 

rechts von positiv also abwärts gerichtet sind) ersetzt und nun wird 
das vorhin beschriebene Verfahren wiederholt. Der die neuen Gewichte 
verbindende Seilzug // kann aus dem Seilzuge I in derselben Weise 
abgeleitet werden wie in Fig. 309. Nur muss die Lage des Poles Ou 
(bei beliebig anzunehmender Polweite Wi^ so gewählt werden, dass die 
erste Seite des Seilzuges // wagerecht liegt. Nach Eintragung des vom 
Pole Ol, aus gezeichneten Linienzuges l'2'3'....8'9' findet man 
den einer schrägen Last P„ entsprechenden Werth h^j, als Projektion 
von Ojm' auf die Richtung von P« und die Verschiebung 8^^ des An- 
griffspunktes 6^10 von Xft als Projektion des Strahles O^ lO' auf 
die Richtung von Xt = — 1. Infolge dessen findet man den Einfluss 
der schrägen Last P„: 

-Aft — r^ —^ 

und den Einfluss einer lothrechten Last P^i 

Y P '^^^ 

^h — ^5 -ö 

066 

Zur Ermittlung des letzteren Werthes würde die Aufzeichnung des 
Seilzuges 11 genügen. 

Noch sei aus dem Zusammenfallen der Punkte 8^ 9', 10 ' der 
Schluss gezogen, dass sämmtliche Punkte der Scheibe 8 — 9 — 10 bei 
Eintreten des Zustandes Xj = — 1 dieselbe Verschiebung 0^8' = 0^9' 
= 06l0' erfahren, dass^ also der Drehungswinkel 8a6 = wird — 
eine Bedingung, an welche die Gültigkeit der Gleichungen (21) be- 
kanntlich gebunden ist. 
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I IL Vtrsc hiebungsplan für den Zustand Xc = — 1. Da die Ver- 
schiebüng S^^, welclie der Angriffspunkt c~on X^ im Sinne von X^ 
und infolge von -^6= — 1 erf&hrt, gleich Null sein soll, so muss die 
Eichtung von X^ rechtwinklig zum Strahle OjlO' des soeben gezeich- 
neten Verschiebungsplanes angenommen werden. Ist dies geschehen, so 

werden die Gewichte A'"a«» = y« '^-~ = y^wj (absolut genommen) be- 

stimmt oder aber es werden — was meistens bequemer ist — Ge- 
wichte ermittelt, welche den Werthen y^wj proportional sind, beispiels- 
weise die in der Figur 3 (im Kräfteplane der tc') dargestellten: 

• — Vm^my WO ß eiuc beliebige runde Zahl bedeutet. Die algebraische 

tVi 

Summe dieser theils positiven theils negativen Gewichte muss gleich 
Null sein (eine sehr scharfe Zeichnungsprobe!). Da nämlich die Rich- 
tung von' -Yc durch die Bedingung 8^6 = bestimmt wurde, so muss 
nach dem Maxwellschen Satze auch 8^^ = sein, d. h. es muss die Ver- 
schiebung des Angriffspunktes h von Xj, in der Richtung von Xi, und 
hervorgerufen durch X^ = — 1 gleich Null sein. Hieraus folgt aber: 
ÖclO'J_-3r6, was nur der Fall ist, wenn die äussersten Seiten des Seil- 
zuges /// zusammenfallen. 

Man erhält schliesslich für eine schräge Last P„» und eine senk- 
rechte Last Pg*. 

X = P« \"^ bezieh. X = P.5 -T^ » 

WO \c die Projektion von OeiO' auf die Richtung von Xc bedeutet. 
Die gestellte Aufgabe ist somit gelöst; und es möge nur noch 
daran erinnert werden, dass man die den Linienzug Oj2' 3' . . . . 10 ' 
bezieh. 0^2' 3' . . . . 10' bestimmenden Strecken p auch in der bei 
Herleitung des Verschiebungsplanes ftlr X« = — 1 beschriebenen Weise 
durch Rechnung oder mit Hilfe eines gestreckten Stabzuges (Fig. 317) 
oder mittels eines Williotschen Planes ermitteln kann — und dass diese 
Abänderung des in der Fig. 316 befolgten Verfahrens zuweilen geboten ist. 

Es verdient hervorgehoben zu werden , dass ganz besondere Sorgfalt auf 
die Bestimmung der Lage des Punktes und der Richtung der Kraft Xe zu 
verwenden ist. Etwa hierbei begangene Zeichenfehler sind von grossem Ein- 
flass. Will man diesen Theil der Aufgabe durch Rechnung lösen, so beachte 
man, dass (wegen ^yw' = 0) der Punkt mit dem Schwerpunkte der Ge- 
wichte ic' und die Kraft Xc mit der früher benutzten Achse Ax zusammen- 
fällt, weshalb die auf Seite 313 abgeleiteten Formeln brauchbar sind; die y 
dürfen hierbei zunächst lothrecht gemessen werden. 

Andererseits liefern die vorstehend entwickelten Verschieb nngspläne einen 
Beitrag zur Lehre vom Schwerpunkte und den Momenten zweiter Ordnung. 
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Mit Hilfe des Linienzages Og 1' 2 ' .... (den man dann um 90** nach links 
drehen wird) vermag man den Schwerpunkt einer Gruppe von Punkten zu 
bestimmen, welche mit den Gewichten w' belastet sind und die Linienzöge 

Oft r 2' , Oc r 2' können zur Ermittlung der Trägheitsmomente 

Stt;'x* und ^w' y^ bestimmt werden. Man findet nämlich: 

Wi tCu Wl Will 

also für «;/= lon = wiu = l und ß = 1 : 

IV, Einflu88 einer Temperaturänderung. Wir gehen von den 
FormeTn" atre: " '"" 

(25) Xftt = 1 -^ ; -Xbt = 1 --. ; Xct = 1 * — 

Oaa Obb Oce 

in welchen 8», den von der Temperaturänderung hervorgerufenen 
Drehungs Winkel der Scheibe 8 — 9 — 10 bedeutet, während 85 < und 8^, 
die von der gleichen Ursache herrührenden Verschiebungen des Punktes 
10 im Sinne von X^ bezw. X^ sind. 

Wir nehmen eine gieichmässige Erwärmung des Trägers an und machen 
zur Vereinfachung der Eechnung die stets zulässige Annahme, dass sich 
auch die Strecken 1 — und 8 — 9 in demselben Maasse ausdehnen können, 
wie die Fachwerkstäbe. Es sind dann alle Winkeländerungen = und 

der Drehungs Winkel 8«« wird =0. Der Stabzug 1 — 2 — 3 8 

nimmt eine Form an, welche der anfänglichen Gestalt ähnlich ist. 
Man erhält 8«» = 0, ferner, da die Verschiebungen von 10 mit denen 
des Punktes 8 übereinstimmen: 

wo h und /o die Projektionen der Strecke 8 — 1 auf die Richtungen 
von Xi, und X^ bedeuten. Hiernach ergiebt sich: 

X —Q. X — ^^^' ' Y — i^. 

Obb Occ 

Sollen hierein die in Fig. 316 dargestellten Strecken hi,b und 8^^ 
eingesetzt werden, so ist zu beachten, dass jene Verschiebungspläne 
die jEJi^- fachen Verschiebungen liefern, dass also die Zähler der Aus- 
drücke für Xbtf X^t mit EF multiplicirt werden müssen. Weitere 
Umformungen sind dadurch bedingt, dass die Pol weiten der Seilztige 
//, /// (welche letztere die Biegungslinien für Xb = — 1 und Xc^= — 1 
vorstellen) nicht = 1 sondern = Wu bezieh. Wui sind, dass also die 
entsprechenden Verschiebungen noch mit Wu bezieh, tcm zu multipli- 
ciren sind. Schliesslich wurden die Gewichte tc'' = xw' und to'"=yw' 

durch die Gewichte bezieh. — ~ — ersetzt, was eine weitere Mul- 
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tiplication mit Wj bezieh. - zar Folge hat. Man erhält daher: 

P 

zEFUt , _ , &EFIJ 



X^i = r — und X^t = ß 



Von den in den Nennern erscheinenden drei Strecken (wi^ tcu, K^ 
bezieh, tvi, Wm, S««) müssen je zwei mit dem Längenmaassstabe ge- 
messen werden (z. B. Wu und 8^^ femer Wm und hcc) und je eine 
(nämlich beidemale tci) mit dem Maassstabe, nach welchem die Gewichte 
w' aufgetragen worden sind.*) 

Zeichnet man die Verschiebungspläne nach dem Verfahren von Williot, 
ßo fasse man die den Zuständen X«:= — 1, X6 = — 1, Xe =^ — 1 entsprechen- 
den Spannkräfte 5«, 5&, Sc, als Zahlen auf. Die mit EF multiplicirten 
Längenänderungen 

^8a=^Sa8a, ^8b=Sb8b, ^8e=^Se^8e 

sind dann Längen» welche in einem geeigneten — vom Maassstabe der Zeich- 
nung unabhängigen — Maassstabe aufgetragen werden, mit dem auch die 
^bbt ^ve gemessen werden. Man erhält dann: 

Xbt=tEFt-^; Xct^tEFt-^' 

Obb Oce 



§ 12. 
Durchgehender Balken mit drei Stutzpunkten. 

U7. Die Einflusslinie für den Widerstand C der Mittelstütze, 

mit deren Aufzeichnung die Untersuchung des Trägers zweckmässig be- 
gonnen .wird, erhält man nach No. 55, Seite 140, indem man für den 
Zustand C = — 1 nach irgend einem Verfahren die Biegungslinie der 
zur Aufnahme der Lasten bestimmten Gurtung zeichnet und ihre Ordi- 
naten (ir)) durch die demselben Zustande entsprechende Senkung (c) des 
Stützpunktes C, welcher auch der anderen Gurtung angehören kann, 
dividirt. In Figur 318 ist die fragliche Biegungslinie als Seilpolygon 
von Gewichten w aufgefasst worden. Dreieck A'C'B' stellt die Mo- 
mentenfläche des mit C= — 1 belasteten einfachen Balkens vor; y^ 
sei das Moment an der Stelle m. Dann ergiebt sich mit der stets 
zulässigen Vernachlässigung der Formänderungen der Füllungsstäbe: 

iv„ = — 2^^^7~; — , wofür bei konstantem E 

y^Sm F, 

r„. F„, 



*) Vergl. den Schluss von No. 115, Seite 323. 
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gesetzt werden möge, unter F^ eine beliebige Querschnittsfläche ver- 
standen. Diese Abänderung der u? ist auf das Ergebniss 




W 1 tut M Mtf i f f 



ro ! 




Fig. 818. 
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welches nur von dem Verhältniss tt) : c abhängig ist, ohne Einflnßs nnd 
aus demselben Grunde leuchtet ein, dass sowohl die Höhe des Mo- 
mentendreiecks A"C"B" als auch die Pol weite des Seilzuges willkür- 
lich gewählt werden dürfen. Aus der C- Linie lassen sich nun mit 
Leichtigkeit alle übrigen Einflusslinien ableiten. 

Anmerkung, Die Gewichte w erscheinen in derselben Form wie beim 
Zweigelenkbogen, § 7; die früher für gewisse Arten des Fachwerks gezeigten 
Umformungen der w lassen sich natürlich auch bei durchgehenden Balken 
verwerthen. Es empfiehlt sich , Fe\Fm=\ anzunehmen. Für Parallel träger 
mit gleichlangen Feldern setze man Wm^==^ym. 

Noch sei hervorgehoben, das« wir es in Fig. 318*, des klonen Maass- 
stabes wegen unterliessen, den Seilzug durch ein einbeschriebenes Polygon, 
dessen Ecken den Querträgern entsprechen, zu ersetzen. 

118. Die Einflussfläche für den Widerstand Ä der linken 
Stütze (Fig. 318^) wird als Unterschied des Dreiecks B"Jä'\ dessen 
Seite B"J durch C" geht, und der C- Fläche erhalten; ihr Mul- 
tiplikator ist |JL = — , wo V gleich Strecke -4"J. Wäre nämlich der 

Balken nur in A und B gestützt, so bestände die ^-Fläche aus einem 
Dreiecke A"JB'' von der Höhe A''J=i, und von diesem Dreieck 
muss nun der Einfluss von C so in Abzug gebracht werden, dass einer 
im Stützpunkte C angreifenden Last die Ordinate -4 = entspricht. 

Der Multiplikator — ist erforderlich, weil A''j=v ist, statt A''J=1. 

119. Die 3L-Fläohe (Fig. 318^) erhält man, indem man auf 
der Geraden B"C" senkrecht unter m den Punkt m" bestimmt und 
die Gerade ^"m" zieht. Wäre A"j=x^j so wäre das Dreieck 
A^m'^B" die JW^- Fläche des eiinfachen Balkens AB und Dreieck 
^"w"C" die Jf,,,- Fläche des einfachen Balkens AC, Da A''j=v ist, 
muss der Multiplikator \u = Xn^i v eingeführt werden. Zu demselben 
Ergebniss führt die üeberlegung, dass rechts von m gelegene Lasten 
das Moment M^ = Ax^ hervorrufen, weshalb sich rechts von m die 
JC- Fläche von der ^-Fläche nur durch den Multiplikator unter- 
scheidet. Durch die Momente M^ sind die Gurtkräfte gegeben. 

120. Die D- Fläche in Figur 318' ergiebt sich aus ähnlichen 
üeberlegungen wie sie in No. 118 und 119 angestellt worden sind. 
Der auf die A'' B'' als NuUächse bezogene Linienzug A'' L1L2B'' lässt 
sich als die D- Linie des einfachen Balkens AB auffassen, und der 
auf die Nullachse ^"C" bezogene Linienzug A" L^L^C" als D- Linie 
des einfachen Balkens A"C", Die Geraden A" L^ und B" L^ müssen 
sich daher senkrecht unter dem Treffpunkte i der Gurtstäbe und U 
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schueiden, und die Punkte N^ N2 in denen L1L2 von den Geraden 
A"B" bezieh. A"C" geschnitten wird, müssen senkrecht unter den 
Belastungsscheiden Ei bezieh. E^ liegen, welche man erhält, indem 
man D als Füllungsstab eines einfachen Balkens ÄC, bezieh, eines 
einfachen Balkens AD ansieht. Damit ist der Punkt Li auf dreifache 
Weise bestimmt. Treten nur rechts von r Lasten auf, so greift links 
von dem durch die Stäbe 0, Z>, U geführten Schnitt nur die äussere 
Kraft A an und die Momentengleichung in Bezug auf Punkt t lautet: 

— Dr< — Axi = 0; 

sie liefert: D = — A — und führt zu den in der Figur 318' ange- 
gebenen Vorzeichen der D- Fläche. Auch lehrt sie, dass der Multiplikator 



l^ = 



vri 



ist, wo D^ der absolute Werth der durch ^= 1 im fraglichen Fül- 
lungsstabe erzeugten Spannkraft bedeutet. 

Eine vierte, besonders einfache Bestimmungsweise des Punktes L^ 
ergiebt sich schliesslich aus dem früher bewiesenen Gesetze, dass die 
Strecke LiH im Falle [JL = 1 gleich der durch Zerlegung von P=l 
nach den Richtungen von U und D gewonnenen Seitenkraft [Z>] sein 
muss*), bei Auftreten eines Multiplikators |jl also gleich der Seiten- 
kraft einer Last — (Fig. 318«). 

r* 

121. Die Einflussfläche für die Querkraft Q im Felde FiF^ 
zeigt Fig. 319; ihre Aufzeich- 
nung empfiehlt sich bei Unter- 
suchung von Parallelträgem; 
da hier die Spannkräfte in den 
Füllungsstäben durch die Quer- 
kräfte Q bestimmt sind. Nach 
Eintragung der Geraden B"j V< 
wird A " Li // B " L^ gezogen. 
Der Multiplikator ist = 1 : r. 
Der Beweis wird wie in No. 120 
geführt. 



l:7Tx^T^lx^L^^,[x^ 



^ 




FiäcAe/yti. J 



Fig. 319. 



Den Kräftemaassatab wird [man in Figur 318 und 819 zweckmässig so 
wählen, dass die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge v dargestellt 



*) Vergl. Seite 202, Fig. 198. Bei obenliegender Fahrbahn erfolgt die 
Verlegung nach den Richtungen und D. 
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wird. Dann wird der Multiplikator der -4 -Fläche und ö- Fläche = 1,. der 
3fm- Fläche =x„, und der D-Fläche =D^. 

122. Gehört der Stützpunkt C nicht der belasteten Gnrtung an, 
so ist C" kein Punkt der den Seilzug ä" C'' B" einbeschriebenen C- 
Linie. Die Gerade B" J gebt aber nach wie 
vor durch den Punkt C" und c bedeutet auch 
hier den Abstand des Punktes C" von der 
Schlusslinie A" B'\ Vergl. Fig. 320, welche 
einen Theil der -4 -Fläche darstellt. 

128. Der EinfluBS einer Temperatur- 
änderung auf den Stützenwiderstand C ist 
ganz allgemein: 

Fig. 320. ^ee 

WO hct und hce die Senkungen bedeuten, welche der Knotenpunkt C 
des einfachen Balkens AB infolge einer Erwärmung bezieh, infolge der 
Belastung C ^ — 1 erfährt. Wird eine gleichmSssige Erhöhung der 
Aufstellungstemperatur vorausgesetzt und der Abstand des Punktes C 
von der Wagerechten AB mit e bezeichnet, so ergiebt sich 8<.< = s^e. 
Für 8,, ist der Werth 

1 hh 




^cc = C 



Wp' 



einzuführen, unter Wp die Pol weite des Seilzuges A" C" B" verstanden. 
Es muss nämlich die Ordinate c des für den Zustand C = — 1 ge- 
zeichneten Seilpolygons multiplicirt werden: mit 1 : EFe^ weil die EF^ 
fachen Gewichte w benutzt worden sind, mit Wp weil die Pol weite nicht 



= 1 gewählt worden ist und mit 



'i+'» 



Momentendreiecks A' C' B' für den Zustand (7= — 1 gleich 



weil die Höhe des 



/i+', 



statt ^=- yn ist. Infolgedessen ergiebt sich der Stützenwiderstand 



(1) 



C.: 



t, 



c Zj Zj ^p 

dessen Einfluss auf die Stabkräfte am besten mit Hilfe eines Cremo- 
na'schen Kräfteplanes untersucht wird. In der vorstehenden Formel 
ist Wp als Zahl aufzufassen, welche mit dem Maassstabe gemessen wird, 

nach welchem die Zahlen w = ^ aufgetragen worden sind. Die 

Strecken «, y«,, Z^, /g, c messe man mit dem Längen maassstabe der 
Zeichnung. 
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In der Begel wird beim durchgehenden Balken der EinfloBS einer 
Temperaturändernng gar nicht berttcksichtigt und fttr unwesentlich 
erachtet. Dies letztere trifft aber nnr bei gleichförmiger Erwärmung 
zu, und es möge daher hoch der wichtige Fall betrachtet werden, dass 
die obere Gurtung infolge Sonnenbestrahlung eine um A^ höhere Tem- 
peratur annimmt als die untere. Man rechnet dann genügend genau, 
wenn man der unteren Gurtung und den Füllungsstäben die Au&teUungs- 
temperatur zuschreibt und die Längenändenmgen der Obergurtstäbe 
(zunächst für e = 1) nach der Formel A« = «A^ bestimmt. Nun er- 

A$ s^t 

mittle man die Gewichte Wt = — = der unteren Knoten- 

r r 

punkte, verbinde dieselben durch ein Seilpolygon (Polweite = Wtp) und 

messe unter C die Ordinate c, (Fig. 318®). Man findet dann 8^«= — zwtpCt 

cl^l^ Wp 

WtP ist eine Zahl, welche mit dem Maassstabe gemessen werden muss, 
nach welchem die Zahlen w^ aufgetragen worden sind.*) Ist die obere 
Gurtung um A^ kälter als die untere, so entsteht ein positives C«. 



§ 13. 
Dnrehgehender Balken mit rler Stfltzpnnkten. 

124. Die Widerstände der Endstütsen. Als statisch nicht be- 
stimmbare Grössen führen wir die Widerstände Xa = A und Xi, = B 
der Endstützen ein, weisen den Angriffspunkten derselben die Ordnungs- 
Ziffern a und h zu und erhalten mit dem auf Seite 146 erklärten all- 
gemeinen Bezeichnungen : 

( K = P^Ka — ÄK^ — BK, + K, 

wo 5,, §6 die loth rechten Verschiebungen sind, welche die Punkte a, 
h infolge der Nachgiebigkeit der Widerlager gegen die durch die beiden 
mittleren Stützpunkte bestimmte Gerade erfahren; sie werden in der 
Begel gleich Null gesetzt. 

Das statisch bestimmte Hauptsjstem (Zustand ^ = 0, ^ = 0) ist 
ein Balken mit über die Stützen C^', C^ ragenden Enden; seine 
Biegungslinien, gezeichnet für die Zustände -4= — 1, B= — 1, liefern 
die Verschiebungen 8^„, 8„„, \^, 8^,,, 8.^, 8^^. 



*) In der Regel empfiehlt es sich, für die verhältnissmässig grossen Ge- 
wichte wt einen anderen Maassstab zu wählen wie für die Gewichte w, 
Müller-Breslau, araphlsohe SUtUc IL 22 
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Die Momentenfläche des Zustandes -4 = — 1 besteht aus einem 
Dreieck I (Fig. 321^) von der Höhe — 1 -l^, mit dessen Hilfe die w- 
Kräfte genau so berechnet werden, wie im vorigen Paragraphen. Bei- 
spielsweise ist bei Vernachlässigung der Formänderung der FüUungs- 

Stäbe das Gewicht des Knotens Ä:: m^/ = \-^^. Die Gewichte 

w' sind negativ; es entspricht ihnen also ein nach oben gebrochener 
Seilzug /*), dessen rechte Endseite als Biegungslinie des spannungslosen 






W 




(aj 







JP'V 




p^^^ß^ 






Flg. 321. 

Trägertheiles C^ B' — der nur eine Drehung aber keine Form Ver- 
änderung erfährt — aufzufassen ist. Nach Eintragung der durch die 
Stützpunkte C^ C^ bestimmten Schlusslinie ergiebt sich die in Fig. 821® 
schraffirte Fläche als Biegungsfläche für den Zustand ^ = — 1 ; sie 
liefert die Verschiebungen S,««, 8„a, \^, 

Ganz in derselben Weise wird die Biegungsfläche fdr den Zustand 
5 = — 1 erhalten und damit 8^6, 8^j, 8«^, gewonnen (wobei die 
Zeichenprobe 8„6 = 8^« zu beachten ist), so dass jetzt alle Werthe ge- 
geben sind, durch welche der Einfluss einer Last P^ bestimmt ist. 



*) In Fig. 321 zeichneten wir der Einfachheit wegen Seilkurven. 
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Dieser ergiebt sich aus den Gleichungen 

und zwar erhält man A und B als lineare Funktionen der Veränder- 
lichen h^ai ^mb' Beispielsweise wird 

(3) Ä = K^h^, + /r,8«a 

-wo Ka und K^ feste, von der Lage der Last P unabhängige Werthe 
sind, und dafür darf man auch schreiben: A = Ka (8«, -|- ^8^^) wo K' 
•ein neuer Festwerth. Da nun nach diesem Gesetze A proportional der um 
K'^mh vermehrten Ordinate 8^« ist, da ferner einer im Stützpunkte C^ 
oder Cj angreifenden Last P der Werth ^ = entspricht, und da 
•endlich die im Stützpunkte A wirksame Last P den Gegendruck -4 = P 
hervorruft, so ergiebt sich die folgende einfache Darstellungsweise der 

^-Fläche (Fig. 3210. / ^ 

. f y 8 F 

Man zeichne den Seilzug / der Gewichte w = — = — -^ mit be- 

r^ F 

liebiger Pol weite und führe hierauf das die Gewichte ir" = -^~- — ^ 

verbindende Seilpolygon 11 durch die Punkte 1, 2 und 8, in denen 
Polygon / die Senkrechten durch die Stützen (7^, Cg, B schneidet. Die 
von beiden Seilzügen eingeschlossene Fläche ist die gesuchte ^-Fläche. 
Mit den aus Fig. 321' ersichtlichen Bezeichnungen ir) und v erhält man: 

_!_ 

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Länge v dar- 
gestellt wird, was hier vorausgesetzt werden möge, ^ = 7). 

126. TemperatttränderuBgen bleiben bei durchgehenden Balken 
meistens unberücksichtigt. Will man aber den Einfluss der Sonnenbe- 
strahlung der oberen Gurtung prüfen, so zeichne man das Seilpolygon 

{111) der Gewichte m?, = (vergl. No. 123), Fig. 321«, trage die 

T 

Schlusslinie ein und messe bei A und B die Ordinaten 8<,f, \^, Zur 
Berechnung von At und Bt dienen dann die aus den Formeln 1 abge- 
leiteten Gleichungen: 



(4) A = F 



(5) 



= — A,\, — BX, + 6EFX. -^^ 

= — AAa — BAb + ^EFXi ""'"^ 



Wp 

wobei vorausgesetzt ist, dass die Seilpolygone /, // in den Figuren 821 
<;, e mit derselben Polweite Wp gezeichnet sind, der Seilzug 111 hin- 

22* 
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gegen mit der Polweite Wtp. tt^ und Wtp werden mit den Maassstäbe» 
gemessen, in denen die w\ w" bezieh, die tVt aufgetragen worden sind.*)- 

126. Untersuchung einer Seitenöffiiung. Aus der Einflusslinie 
für Af welche zweckmässig auf eine wagerechte Nulllinie {J C^" C^" B"^ 
in Fig. 322) bezogen wird, lassen sich nun alle zur Berechnung der 
ersten Oeffnung erfoiderlichen £influssfiächen auf dieselbe Weise ab- 
leiten wie dies im § 12 für den Träger mit drei Stützen geschehen, 
ist. Die Figuren 322^» °'* sind ohne weiteres verständlich, wenn be- 



^C 




Flg 822. 

achtet wird, dass der Einfluss der rechts vom Schnitte tt gelegenen 
Lasten auf das Moment M^, die Querkraft Q„^i und die Spannkraft D 
proportional dem Stützen widerstände Ä ist, weil dann links von tt nur 
die äussere Kraft Ä angreift, und dass alle Einflussflächen in die einem 
einfachen Balken AC^ entsprechenden tibergehen müssen, sobald die 

♦) Vergl. die Anmerkung auf Seite 337. 
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gebrochene -4 -Linie durch die Gerade ä" C^" (d. i. die ^- Linie des 
einfachen Balkens AC^) ersetzt wird. 

Um die M^- Fläche zu erhalten, bestimme man m" senkrecht unter 
m und ziehe die Gerade A!' m\ Multiplikator -=x^. 

Die Q' Fläche für das Feld m — (m+1) entsteht nach Ziehen 
der wagerechten Geraden ä" L^ durch Eintragung der Geraden L^L^. 
Multiplikator = 1. 

Der Punkt L^ der D-Fläche ist in Fig. 322* auf vierfache Weise 
bestimmt worden, nümlich mittels der Bedingung, dass der Schnitt- 
punkt t' von L^A^' und B"J senkrecht unter dem Treffpunkte i der 
Gurtstäbe und U liegen muss, sodann mit Hilfe der den einfachen 
Balken AC^^ AC^t AB entsprechenden Nullpunkte N^, N^, Ng*) 
Schliesslich könnte auch die Strecke HLj^ mit Hilfe von [Z>], vergl. 
Fig. 3 1 8 /■ u. ^, ermittelt werden. 

In Fig. 322® wurde noch mit Hilfe der ^- Linie die Einflussfläche 
für das Moment Ma {Stützenmoment) ^ welches wir in der Folge kürzer 
mit Mi bezeichnen wollen, ermittelt; der Multiplikator* ist = ^i; und 
in derselben Weise Hesse sich mit Hilfe der ^- Linie die Einflussfläche 
für das Stützenmoment Mc^ = Mn herleiten. In der Regel wird man 
es mit einem in Bezug auf die Mitte symmetrischen Träger zu thun 
haben; dann ist die 3fjj- Linie das Spiegelbild der 3fj- Linie. 

Zwischen den Momenten Mj und Mu besteht eine für die folgen- 
den Untersuchungen wichtige Beziehung. Bringt man nämlich nur eine 
rechts von Cg und im Abstände 5 von Cg angreifende Last auf (Fig. 323), 

so entspricht dieser nach Fig. 321® der Werth 8^„ = ^" und die erste 

der Gleich. (1) geht (wegen 8„6 = S^J mit 8« = 0, 5„, = über in: 

= P^ba —j Ah^^ — Bhi„\ 

fiie lässt sich mit Hilfe der Gleichungen 

Al^ = Mj und Bl^ — P$ = Mn 
umformen in Mn lg ^aa 

Mi l^ ht,a 

und führt zu dem wichtigen Gesetze: 

Wird nur eine Aussenöffnung belastet, so nimmt das Ver- 
hältniss Mu ' Mj einen von der Grösse und Lage der Lasten 
unabhängigen Werth an*V 

*) Die Hilfslinien wurden in Fig. 322 fortgelassen. Vgl. dafür Fig. 818 a u. f, 

**) Kennt man also den zur Oeffnung l^ gehörigen Zweig der Af/- Linie, 

£0 kann man sofort den entsprechenden Zweig der Mn-hinio zeichnen, oder 
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Die Momentenlinie der Oeffiiung /, besteht also, falls nur dieOeff- 
nung /g belastet wird, aus einer durch einen festen Punkt L gehenden 
Geraden, und die Lage dieses Punktes kann auf die in Fig. 323 ge- 
zeigte Weise ermittelt werden. Man findet nämlich: 

— Jl/x/ : 3i , = c ' : a = cotg ß : cotg a =l(-^) ' ("5^7) ' 



Flg. 828. 

Ganz in derselben Weise Iftsst sich mit Hilfe von S»» und h^i, der 
feste Punkt R bestimmen, durch welchen im Falle ausschliesslicher 
Belastung der Oeffnung l^ die Momentengerade der Oefifnung l^ geht. 
Man nennt die Punkte L und R Festpunkte, die ihre Lage bestimmen- 
den Lothrechten sind in Fig. 821 c und e (strichpunktirt) eingetragen, 
und mit (L), (i?) bezeichnet worden. 

In der Folge werden wir für die Verhältnisse zwischen den Strecken, 
in welche die .Oeffnung /g durch die Festpunkte zerlegt wird, die Be- 
zeichnungen einführen: 

B LCa RG\ f 

— = — = x: —■— ^ = x. 



e LC^ RC^ 

Wir erhalten dann, je nachdem nur die rechte oder nur die linke- 
Aussenöffnung belastet wird, 

Mn = — y.Mj bezw. Mi = — y.' Mn- 

121. Untersuchung der Mittelöffhung, Fig. 824. Wir setzen 

zunächst voraus, dass die Mittelöffnung durch die Knotenpunkte in gleiche 

Felder zerlegt wird und zeigen, wie sich alle Einflusslinien aus einer 

Linie ableiten lassen, deren Ordinaten die den verschiedenen Lastlagen 

entsprechenden Werthe -z— (Mn — Mj) angeben. Diese in Fig. 824 

h 
dargestellte auf eine wagerechte Nulllinie A" B" bezogene, von A" bi& 
B" sich erstreckende Hilfslinie ist durch die bereits in der vorigen 

umgekehrt. Hat man also innerhalb Oeffnung ^3 einen Belastungszug so auf- 
gestellt, dass Mi (absolut genommen) möglichst gross ist, so entspricht der- 
selben Zugstellung auch ein Grösstwerth von Mu» 
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üntersuchnng gefundenen Einflusslinien für Mi und 3//j bestimmt; sie 
wird so aufgetragen, dass ihr Multiplikator = 1 ist.*) 

Wir beginnen mit den Querkräften Q und finden für das m*® Feld 
(nach Band I, Seite 130, Gleich. 2): 

(6) g, = g.„+ ^"7^^ , . 

WO Qom die Querkraft für das Feld (m — l) — m eines einfachen Qalkens 
I — II bedeutet. Die aus Gleich. 6 gefolgerte Darstellung der ^^-Fläche 
zeigt Figur 324; sie ist ohne weitere Erklärung verständlich und be- 
weist, dass sämmtliche ^ -Flächen durch die beiden festen Geraden IJ" 
und IIJ' und durch die {Mu — Jf/) lifg"^^^^® bestimmt sind. Man 







^F^s::^MZ^E^^^^^'* 



a^lücAe, /U'f 



Fig. 324. 



braucht nur die zu den verschiedenen Feldern gehörigen Geraden L^ L^ 
einzutragen. Ist dies geschehen, so lassen sich nach der Gleichung 

M^ AL 



(7) 



+ Q^ 



die M:\' Flächen schrittweise zeichnen, wobei von der bereits durch 
die ilfj: Zj- Fläche bestimmten Jf/: X-Fläche ausgegangen wird. Sind 
aber die Grenzwerthe der M : X mit Hilfe der Einflusslinien ermittelt, 
so lassen sich die Grenzwerthe der Gurtkräfte in bekannter Weise 
angeben. 

Auch die Einflusslinien für die FüHungsstäbe können mit Hilfe der 
M: X- Linien und unter Verwerthung des Zimmermann scheu Verfahrens 



♦) Man betrachte die schraffirte Fläche in Figur 822^ als af/:7i- Fläche 
(ix = 1) und multiplicire ihre Ordinaten zeichnerisch mit li : l^. Ebenso er- 
mittle man Mmlf. 
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(Band I, Seite 257 und Seite 332) schnell gezeichnet werden. In 
Fig. 325, welche einen Theil eines Stftnderfachwerks mit obenliegender 
Fahrbahn vorstellt, ist z. B. gezeigt worden, wie man aus den Ordi- 
naten t]' und •»)" der Jlf^:X- Linie bezieh. if««_i : X-Linie die irgend 

einer Lastlage P entsprechen- 
den Ordinaten t\D und t\r 
der D,^- Linie bezieh. F«- 
Linie bestimmen kann. 

Es empfiehlt sich nun, 
nur die zwischen den Stützen 
/ und // liegenden Theile 
der Einflusslinien aufzutra- 
gen und zur Ermittlung des 
Einflusses der auf die Mittel- 
öffnung aufgebrachten Lasten 
zu benutzen.*) Der Einfluss 
der Belastung der Seiten- 
öffnungen auf die Stabkräfke 
der Mittelöffnung lä8st sich 
weit schneller wie folgt 
finden. 

Man nehme Mn = 
und 3fj=l an und bestimme für diesen in Figur 326 dargestellten 

Fall (links eingespannter und rechts mit — - belasteter Freiträger) die 

Spannkräfte Si sämmtlicher Stäbe der Mittelöffnung — beispielsweise 




Flg. 825. 





Fig. S26. 

mit Hilfe eines Cremona'schen Kräfteplanes. Hierauf untersuche man 
in derselben Weise den die Spannkräfte 8n liefernden Belastungszustand 
Mi = 0, Mn = 1, Fig. 327. Man findet dann den Einfluss der Stützen- 



*) Häufig wird allerdings bei Belastung der positiven und negativen Bei- 
tragstrecken der Miltelöffnung ein Theil eines Fahrzeuges auf eine der Seiten- 
öffnungen zu stehen kommen (Band I, Seite 135, Fig. 126); der Einfluss dieses 
Theiles wird dann einfach vernachlässigt — ein Verfahren, welches aus den 
in Band I, S. 185, No. 89 beigebrachten Gründen dringend zu empfehlen ist. 
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moinente auf irgend eine Stabkraft iS': 

(6) S' = SjMj-^SnMn 

nnd ist jetzt im Stande, die Wirkung der auf die AussenöflPnungen 
aufgebrachten Lasten schnell festzustellen. Wird zunächst nur die rechte 

Aussenöffnutig belastet, so ist (nach No. 126, S. 342) Mi= Mu*) 

und es folgt: 

Ä' = Jlf„(-A_,_5„) 

d. i. ein Ausdruck., dessen Qrösstwerth mit Hilfe der if//- Linie fest- 
gestellt werden kann. Ganz ebenso behandelt man den Fall aussMiess- 
licher Belastung der Unken Ausßenöffnung. Hier bringt man S' mit 

Hilfe von Mn = r Mi auf die Form : 



(7) S' = Mj(s,--^-) 



und berechnet es mittels der 3//* Linie. 

In der Regel werden die beiden so gefundenen Werthe S'' ver- 
schiedene Vorzeichen haben. Der eine ist dann ein Beitrag zu Stnaaii 
der andere zu S^i^ . 

Schliesslich sei noch darauf hingewiesen, dass die Spannkräfte Sj 
und Sil auch dazu benutzt werden können, auf eine recht einfache 
Weise die Einflusslinien fUr die Stabkraft S aus der 3fj- Linie und der 
Jf//- Linie abzuleiten. Man benutze dann die Beziehung 

(8) S=S,'{-SjMj-^SnMu, 

in welcher So die Spannkraft für Mj^O und Mjx = bedeutet, d. h. 
für den Fall, dass die Mittelöffnung durch Beseitigung der den Stütz- 
punkten Ci und Cg gegenüberliegenden Grurtstäbe in einen einfachen 
Balken verwandelt wird. Dieses Verfahren besitzt den Vorzug, ganz 
allgemein zu sein; es ist nicht an die Voraussetzung gleicher Feldweiten 
gebunden, 

128. Die Widerstände der Mittelstutzen. Es seien r — 1, r; 
r+l drei aufeinander folgende Stützpunkte eines über beliebig viele 
Stützen greifenden Balkens, Jlfr-i, Mrj i/r+i die Stützenmomente, (7^-1 » 



*) Wir drücken Mi durch Mn aus, weil die 3f//- Linie innerhalb der 
fraglichen Oeffnung grössere Ordinaten besitzt als die J/j-Linie und die Be- 
stimmung des GrÖsstwerthes von Mn daher schärfere Ergebnisse liefert. 
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fC 



Cv, Cr+i die Stützen widerstände. Cor bedeute den Werth, welchen 
Cr annehmen würde, wenn sämmtliche Stützenmomente gleich Null 
wftren, wenn also die Trägerstücke Ir und Ir+i in einfache Balken ver- 
wandelt würden, üeben die ein- 
fachen Balken l^ und Ir+i auf die 
Stützer beziehungsweise die Drücke 
Br und Ar+i aus, so ist 

Cor= Br'\- -4^+1. 

Nun ist die Querkraft für 
einen unmittelbar links bezieh, 
rechts von r gedachten Querschnitt des durchgehenden Balkens: 



U-4t 



-< —^ — ^.rr- 



ZU^^j 



Flg. 328. 



Q^ = — Br + 



Ir 



bezieh. Q^= -\- Är^y 



Ir. 



+1 



und man erhält daher wegen Q^ 

Cr == Cor "I" 



Q^ — Cr, den allgemeinen Ausdnick: 
Mr.i — M, , Mr+x — Mr 



+ 



Hiemach ergiebt sich für den Stützenwiderstand C^ des Trägers 
mit drei Oeffnungen (da das Moment M für die £ndstütze gleich ist) 
der Werth 

Mr , Mn—Mj 



C^ = C, 



Ol 



h 



+ 



h 



und es ist deshalb die (7^- Linie bestimmt durch die in Fig. 329 dar- 




Flg. 329. 

gestellte C^^- Linie, und die bereits früher benutzten Einflusslinien für 



/g. In gleicher Weise wird auch die Cg -Linie 



Mi\\ und {Mn—M^\ 
ermittelt. 

129. Bei Befolgung der in diesem § vorgeführten Verfahren kommt es sehr 
darauf an, die .A-Linie in nicht zu kleinem Maa^sstabe und möglichst scharf 
zu zeichnen, desgleichen die Einflusslinien für die Stützenmomente. Sehr zu em- 
pfehlen ist es, die Ordinaten dieser Linien durch Eechnung zu bestimmen, und 
hierzu beachte man, dass sich die Biegungsfiächen in Fig. 821 als Momenten- 
flächen eines an den Enden {A und B) eingespannten Balkens deuten lassen, 
welcher durch zwei in den Senkrechten durch Ci und C% liegende Gelenke 
statisch bestimmt gemacht wird. 
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Ein ZahUnheiapiel möge das Verfahren erläutern. — Es liege ein sym- 
metrischer Parallelträger mit den Stützenweiten 20,10'", 26,80»", 20,10»'' vor, 
Fig. 880. Die überall gleiche Feldweite sei X=:8,85'", die Höhe: ä = S.O"*. 

Die Gewichte to dürfen gleich den Ordinaten y der Momentendreiecke 
/ und //, von denen in Fig. 880 nur das erstere gezeichnet ist, gesetzt werden 
(vgl. die Anmerkung auf Seite 834), und die Dreieckshöhe wird zweckmässig 
so gewählt, dass sich für sämmtliche w runde Zahlen ergeben. Wir wählen 
die Höhe = 24. 

Fig. 3300 stellt den durch zwei Gelenke statisch gemachten eingespannten 
Balken A' B' dar, dessen in Fig. 330^ gezeichnete Momentenfläche als die (in 
einem für unsere Zwecke gloichgiltigen Maassstabe gezeichnote)Jiegungsfläche 
des Zustandes A=- — 1 aufgefasst werden darf; das zwischen den Gelenken 




liegende, mit den Gewichten 21, 18, . . . ., 3 belastete Trägerstück wird als 
einfacher Balken behandelt, es übt auf die Gelenke die nach oben gerichteten 
Drücke 52,5 und 81,5 aus. 

Bei Berechnung der Momente des Trägers A' B' darf die Feld weite = 1 
gesetzt werden; es ergeben sich dann die in Fig. 330^ eingeschriebenen Zahlen, 
und man erhält: So« =679,0, Ö6a= 189,0 und z. B. für den Knotenpunkt 4, 
Öma = 173,0. Die Biegungsfläche des Zustandes B = — 1 ist das Spiegelbild 
von Fig. 330«'; sie liefert: 5„6= 189,0, 866 = 679,0, 8^6=63,0.*) 

Nun lassen sich die Ordinaten der yl -Linie mit Hilfe der Gleichungen 
berechnen : 

= PKi» — AKa — B^ah d. i. = P8«„ — 679 ^ — 1 89 5 
= PS^6 — A^ba — B6bb „ = P8m6 — 189 A — 679 B. 



*) Man vergl. auch Fig. 32 1^. 
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Man erhält (mit P=l): 
Ä = - 



6798«„ — 1898^» 



425320 
und beispielsweise für den Knotenpunkt 4: 

679 . 178,0 — 189 - 63 



A = - 



= 0,2482. 



425320 

Die auf diese Weise berechneten Ordinaten der u4- Linie sind in der 
folgenden Tabelle zusammengestellt worden. 



Knoten 



+ 1,0000 
-f 0,7961 
+ 0,5985 
+ 0,4138 
+ 0,2482 
+ 0,1081 




Knoten 



Knoten 



7 
8 
9 
10 
9' 
8' 
7' 



— 0,0698 

— 0,1074 

— 0,1190 

— 0,1106 

— 0,0884 

— 0,0585 

— 0,0270 



6' 
5' 
4' 
3' 
2' 
1' 
0' 




4- 0,0163 
+ 0,0237 
+ 0,0240 
+ 0,0190 
+ 0,0104 





Aus der ^-Linie wird man nun nach Fig. 322^ die (3f7:/i)- Linie ab- 
leiten, und aus dieser die il//: X -Linie. Die £- Linie ist das Spiegelbild der 
-4-Linie, die (Afz/: Zx)- Linie diejenige der (Jfj: /i)- Linie, und es ist somit alles 
zur Berechnung der (ilf//—Jf/) :/ -Linie erforderliche gegeben. Die Ermittlung 
der Q- Linien und Af:X- Linien erfolgt nun nach No. 127. 

Es möge noch der Einfluss (Att Bt) einer Sonnenbestrahlung der oberen 

Gurtung auf die Stützen widerstände A und B untersucht werden. Die den 

£ Af 5 2X 

Obergurtstäben entsprechenden Einzelgewichte «»« = — - — = e A f -— - ersetzen 



wir durch eine stetige Belastung 



eAf 
h 



f. d. I^ngeneinheit und finden dann 



bei A' und B' die gleich grossen Momente 
t eA; 



^at =^bt = - 



-l'h + 






2 "" 2h 



(I) 



r = 8ar— - 

l = 86« — . 



2 h 
welche in die Gleichungen einzusetzen sind: 

t — At^aa — Bt^ab 
Ai^ha — Bt^bb- 

Für 8a« = 866 und ^ab = ^ba darf man aber nicht die oben gefundenen 
Werthe 679 und 189 nehmen; man muss vielmehr beachten, dass die Gewichte 

tc = /^ = f ' durch die Gewichte w = y ersetzt worden sind, dass 

ferner die Höhe des Momentendreiecks 1 nicht 7i = 20,10 sondern =24,0 ge- 
wählt wurde, und dass schliesslich die Momente in Fig. 330 eine Feldweite 
= 1 voraussetzen. Aus diesem Grunde sind in die Gleichungen / die Werthe 
einzuführen : 

2X_ 7t_ , , _, _,on 2X h 
h^EF 24 
und es entsteht dann (wegen At=^Bt)\ 



^aa = ^66 = 679 



--— • Xj 8a6 = 86a = 189 



h*EF 24 



X, 



2h ^' ~WEF T4,Ö" ^ ^^^^ + ^^^^• 
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Ist ?i = 20,10, Z = 26,60, X = 3,85 = -^.(^ + 0. Ä = 3,0, A< = 20«Cel8., 
€^==240' f. d. gm, 80 ergiebt sich: 

J« = 416F, 
wo i?' den mittleren Gurtquerschnitt bedeutet. Wäre z.B. F=130 gcm=0fil3qm, 
80 wurde ^« = 416.0,013 = 5,4* werden. 

§ 14. A^^X !' 

Durchgehender Balken mit beliebig yielen Stützen. 

130. Die Elasticitätsgleichungen. Ein über («+!) Stütz- 
punkte greifender, nirgends durch ein Gelenk unterbrochener Balken 
ist (n — l)-fach statisch unbestimmt, weil es der Beseitigung von 
(n — 1) Stützen bedarf, um diesen Träger in einen statisch bestimmten 
zu verwandeln. Die Untersuchung dieses Balkens soll zunächst ganz 
allgemein durchgeführt werden, ohne Rücksicht darauf, ob ein Fach- 
werk oder ein vollwandiger Träger vorliegt. 

Drei beliebige aufeinander folgende Stützpunkte mögen die Ord- 
nungsziffem r — 1 , r, r -f- 1 tragen , ihre wagerechten Abstände seien 
Kl K+u Fig. 331. Die Geraden r — (r — 1) und r — (r+l), welche 
den Punkt r mit den benachbarten Stützpunkten verbinden, nennen wir 
das r'* Geradenpaar, und den Winkel, um welchen sie sich infolge des 



!- — i^., — -f 4- — T — ^"'^ 1 

1 1 1 Ij i I ii 1 i ' 



I 



« 



r>4 



Flg. 331. 



Nachgebens der Widerlager gegen einander drehen, bezeichnen wir mit 
T,.. Bedeutet 8^ die nach oben positiv genommene lothrechte Verschie- 
bung des Stützpunktes r gegen die Punkte (r — 1) und (r+l), so 
besteht die Gleichung 



(1) K-^ = 8, -'-+fX_:-_ d. h. T. = 8, 



^. ^. .,. ^^11 » 

welche gestattet, aus einem beobachteten 8,. auf die Drehung t,. zu 
schliessen. Drückt man nun andrerseits t,. durch die auf den Balken 
wii'kenden Kräfte und die Temperaturänderungen aus, so erhält man 
eine Elasticitätsbedingung, und es leuchtet ein, dass sich durch Wieder- 
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holuDg dieses Verfahrens ebenso viele Gleichungen aufstellen lassen, als 

Mittelstützen vorhanden sind — im ganzen also (n — ^^1) Bedingungen. 

Als statisch nicht bestimmbare Grössen sollen die Stützenmomente 



-Äfi, 3/2, 



Jf^_l, Mr, Mr 



r+l> 



Mn^i eingeführt werden, und es 



kommt daher zunächst darauf an, die Biegungslinien für die Zustände 

j|fi=— 1, Jfg=— 1, , Mr= — iy Mn.i=—t 

aufzutragen, sowie die gegenseitigen Drehungen der den Mittelstützen 
1, 2, ...r — 1, r, r+1, ... n — 1 entsprechenden Geradenpaare zu 
ermitteln. Hierbei bezeichnen wir allgemein mit t^, die gegenseitige 
Drehung des j?*®*^ Geradenpaares infolge Jfj= — 1 und erinnern an die 
aus dem MaxwelPschen Satze folgende Beziehung 

(2) Tp9 = T,^. 
Fig. 332** zeigt die 
Momentenfläche für den 
Zustand if^= — 1, er- 
zeugt durch die aus vier 

Kräften (^—» r~) ^®' 

stehende Belastungsein- 
heit des r*®** Geraden- 
paares.*) Fig. 332^ sei 
die zugehörigeBiegungs- 
linie, d. i. das Seilpoly- 
gon der in bekannter 
Weise aus dem Momen- 
tendreiecke A^ berech- 
neten Gewichte m^**); 
die äussersten Seilseiten 
sind als Biegungslinien 
der links von r — 1 und 
rechts von r -|- 1 ge- 
legenen, bei Eintritt des 
Zustandes Jlf^ = — 1 
spannungslosen Balken- 
^«' ^2. stücke aufzufassen, und 




*) Vergl. Seite 31—33. 

**) Für das Fachwerk erfolgt die Berechnung der w nach § 12, No. 117. 
Es ist stets zulässig, den Einfluss der Füllungsstäbe zu vernachlässigen, will 
man ihn berücksichtigen , so ist die Bestimmung der Biegungslinien mit Hilfe 
von Williot'schen Plänen in der Regel vorzuziehen. Für den voUwandigen 
Balken, für den obige Gleichungen ebenfalls gelten, wird die Ermittlung der 
Gewichte w in der zweiten Abtheilung dieses Bandes gezeigt werden. 
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es leuchtet zunächst ein, dass der fragliche Belastungsfall nnr auf die 
gegenseitige Drehung des (r — 1)**°, r^^ und (r-|-l)**° Geradenpaares 
von Einflnss ist, dass sich also 






ergiebt. Drückt man demnach die Drehung K durch die Lasten P, 
die statisch nicht bestimmbaren Grössen M und die Temperaturftnde- 
rungen aus, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) die 
der Stütze r entsprechende Elasticitätsbedingung: 

(4) -Zr = 2jP«8^r '^r(f-l) Mr^i '^rr^r ^r(r+l) -äC+l + "^r«» 

WO Zrt den Einfluss der Temperaturänderung bedeutet. 

Die Werthe 5^^, T^(r-i)= '^(r-i)r> '^rry T^(r+i)=T(^+i)r slud durch 
die Biegungslinie in Figur 332^ gegeben; während sich t^< mit Hilfe 
eines die Gewichte Wt verbindenden Seilpoljgons in der Form 



(5) Trt = Crt 



'r+lV 



darstellen lässt, Fig. 33 2^ Werden noch die für den Fall sehr kleiner 
Formänderungen — der hier ausschliesslich ins Auge gefasst wird — 
giltigen Beziehungen 

rR\ ^ _ ^»- . ^ _ ^ ^r+l + Ir . _ dr+l 
\^} ^r(r-l) -y—j ^rr ^r j j > ^r(r+l) , ~ 

eingeführt, so geht (4) über in: 

(7) 3A.,-f^ + Jtf,(-f + -^) + JM;+.-f^ = 2V., wo 

(8) iv; = - { sp.8_ + -'-±^ (5, + o| 

Dabei ist das Vorzeichen des Gliedes ^P^^h^r umgekehrt worden, 
weil von jetzt an unter 8^^ stets der dbsdute Werth der fragliehen Or- 
dinate der Biegungslinie verstanden werden soll. 

Die (n — 1)- Gleichungen, welche sich nach Art der Gleichung 7 
aufstellen lassen, nennen wir die Grundgleichungen; wir werden sie 
später meistens in der bequemeren Form schreiben: 

(9) OLrMr., + ßritf. + O^+l itf.+l = Nr 

wobei also: 

(10) CLr = 'C(r-l)r= "^rCr-l) } ßr = '^rrl ^+1 = '^(r+l)r = '^r(r+iy 

Ehe wir uns mit der Auflösung dieser Gleichungen beschäftigen, 
machen wir darauf aufmerksam, dass bis jetzt stillschweigend voraus- 
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gesetzt worden ist, es seien die Biegnngslinien mit dier Polweite 1 ge- 
zeichnet nnd die Gewichte w ans den L&ngenändemngen der Fachwerk- 
stftbe berechnet. Wählt man nun die Polweite = Wp, giebt dem Drei- 
eck A^ die beliebig gewählte, aber für alle Stützpunkte feste Höhe y«, 

ys Fe ys 

und setzt man schliesslich fo=—^——- statt to = -f—— (Seite 332) 

so muss man die Werthe d, c und 5«,. noch mit icpi EFy^ multipli- 
ciren , oder — was auf dasselbe hinauskommt — das Glied 8^ -|- Crt 
durch jenen Ausdruck dividiren. Sind ausserdem die Gewichte w^ fttr 
e = 1 berechnet (Seite 337) worden, so muss c^ in (8) noch mit e 
multiplicirt werden und man erhält, wenn die Pol weite des die Ge- 
wichte Wt verbindenden Seilzuges =Wtp angenommen wird: 

(U) J^, = _J2P.8„. + -^Md^y^(5, + e.,.Jfi^)|. 

l tCplrlr+l ^ Wp yf 

Die Strecken 5^^, y„, 8^, c^,, Z^, l^^i werden mit ein und dem- 
selben Längenmaassstabe gemessen, Wp und tv,p sind (ebenso wie die w) 
Zahlen. EF^ ist eine Kraft, N^ ein Moment. 

Verschiebungen der Stützpunkte bleiben meistens unberücksichtigt 
(8^ = 0), und auch der Einflnss von Temperaturänderungen wird in 
der Regel ausser Acht gelassen {Crt =■ 0) , obgleich Sonnenbestrahlung 
der oberen Gurtung auf die Inanspruchnahme von Brückenträgem von 
wesentlichem Einfluss sein kann. Wird aber nur der Einfluss von 
Lasten P untersucht, so hat man lediglich darauf zu achten, dass 
sämmtliche Momentendreiecke A dieselbe Höhe yc erhalten und sämmt- 
liche Seilzüge mit der gleichen Polweite Wp gezeichnet werden; wie 
gross yo und Wp gewählt werden, ist dann gleichgültig. 

13L Die Festpunkte L und R. Erstes Verfahren zur Auf- 
lösung der Elastioitätsgleiohungen. Wir verfolgen jetzt nur den 
Einfluss der Lasten P, nehmen also 8^ = und c^, = an ; auch 
setzen wir zunächst voraus, dass nur ausserhalb der OefiPnungen Z^, J^+i 
Kräfte P auftreten. Die Momentenlinien der Balkentheile l^, /r+i be- 
stehen dann aus zwei durch die Stützenmomente M^^i, Mr, M^+i be- 
stimmten Geraden mit den Nullpunkten L^, L^+u ^nd zwischen jenen 
drei Momenten gelten die Gleichungen: 

(12) drMr., + »rMr + OL^^lMr^, = 

(1 3) Mr.r = — Mr -"- ; Mr^, = — Mr-^ (8. Fig. 333) , 

a 

aus denen sich die einfache Beziehung 

a 
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ergiebt. Mit Hilfe derselben lässt sich die Lage des einen Nnllpnnktes 
leicht bestimmen, sobald die des anderen gegeben ist. Bringt man 
nämlich die Senkrechten durch L^ und Lr+i mit den änssersten Seiten 
der für den Belastungsfall Mr = — 1 gezeichneten Biegungslinie in L/ 
und Lr+i zum Schnitt, so findet man: 

/ L/r'(r— l)'=a' = a^-— *); / X,+iV'(r+l)' = a"=a,+i— r 

a 

also: ß^=a'4-ot'' 
und hieraus folgt, dass 
die drei Punkte Lr, r', 
Lr+i in einer Geraden 
liegen**) 

Wir setzen voraus, 
dass nur die r*® Oeflfnung 
belastet wird, und dass 
die Stützenmomente ilf^.i 
Mr auf irgend eine Weise 
gefunden sind. Inner- 
halb einer unbelasteten 
Oeflöiung besteht die Mo- 
mentenlinie aus einer Ge- 
raden, Fig. 334. Die Nullpunkte dieser Geraden seien links von der 
belasteten Oeffnung: Lj, L^, Lg, . . . rechts davon: i?„, jB„.i, i?n.2, . • • 
Der Punkt X^ fUllt mit dem Stützpunkte zusammen; seine Lage ist 




z^//' 



^^/J' 



Fig. 833. 



^r.., 




Flg. 334. 



also bestimmt, und damit sind auch schrittweise mittels des soeben 
bewiesenen Gesetzes die Punkte Lg, L3, ... gegeben, und ganz auf 



*) Man denke daran , dass es sich hier um sehr kleine Formänderungen 
handelt. In Fig. 338 wurden nur die Punkte (r — 1)', r', (r+1)' und die 
änssersten Seiten der fraglichen Biegungslinie gezeichnet. Vgl. auch Fig. 332*. 
**) Ein Sonderfall dieser Beziehung wurde bereits im § 13 gefunden. 
Mfiller-Breslaa, araphische SUtik. U. 23 
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dieselbe Weise kann man, von E^ ausgehend, der Reihe nach i?,.i» 
En-2f • • • finden. 

Die Lage der Punkte L und B ist ganz unabhängig von der Be* 
lastung des Balkens: sie ist vollständig bestimmt durch die den Zu- 
ständen 3/1= — 1, 3/2= — 1, . . . entsprechenden Biegnngslinien. Es 
führen deshalb diese Punkte den Namen Festpunkte; ihre Ermittlung 
ist die erste Arbeit, welche bei Untersuchung eines über mehrere 
Stützen greifenden Balkens auszuführen ist. Kennt man die Punkte L 
und E, so ist man nach Figur 334 im Stande, den Einfluss der Be- 
lastung irgend einer Oeffnung auf die Momente aller übrigen Oeff- 
nungen schnell anzugeben, sobald die Momente für die jene belastete 
Oefihung begrenzenden Stützpunkte gefunden sind. 

Wir bezeichnen nun mit a^ und br bezieh, a/ und hj die Strecken, 
in welche die OeflEhung Ir durch den Pestpunkt L^ bezieh, den Fest- 
punkt Rr zerlegt wird, Fig. 335, setzen 

(14). — = x„ —r = y., 

ür ür 

und erhalten fUr den Fall, dass nur rechts von r Lasten auftreten, 
dass also die Momentenlinie der Oeffnung Ir eine durch den Punkt Lr 
gehende Oerade ist, die Beziehung: 

Mr = — y.rMr.l, 

welche in Verbindung mit der Elasticitätsbedingung: 
zu der Gleichung 

(15) a^-l Jfr-a + ßr-litfr-l = ^rÄ^M-l 

führt, und diese letztere bleibt auch bestehen, wenn zwischen r — 1 
und r Lasten hinzutreten, weil hierdurch das*Verhältniss zwischen den 
Momenten JIC_2 und M^^i nicht beeinflusst wird. Die Gültigkeit der 
Gleichung (15) ist nur an die Bedingung gebunden, dass der Träger 
zwischen und r — 1 unbelastet bleibt; und ganz ebenso lässt sich 
zeigen, dass zwischen Mr und Mr+i die Beziehung besteht: 

(16) a,+iiC+, + ß, Jf^ = y.rOLrMr, 

sobald rechts von r keine Lasten auf den Balken wirken. Ist also 
nur die Oeffhung l^ belastet, so gilt sowohl (15) als (16) und die 
beiden Elasticitätsbedingungen: 

a^_l3C2 + ßr-l3f^-l + (X-rMr = ^FmKlr-l) 
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(17) 



x.3f..,+3f.=-sp^ ^-^"-^^ =-sp^ ^-r^> K 



a. 



dr 



f>mr 






sie fahren zu einer sehr einfachen Darstellnng der Momente Mr^i und M^. 

Trögt man nämlich M^^i und Mr bei (r — 1) Und r als Ordinaten 

auf, Figur 835, und verbindet die Endpunkte derselben durch eine 




Fig. 385. 

Gerade, so sind die Ordinaten dieser Geraden an den Stellen L^ und Rri 

woraus mit Beachtung der Gleichungen 17: 
(18) 



dr dr 



und diese Werthe lassen sich leicht zeichnerisch bestimmen. In Fig. 885 
ist beispielsweise die Ermittelung von Y und Y^ für den Fall einge- 
tragen, dass nur eine Einzellast P wirkt, und damit ist die Aufgabe 
gelöst, die Zweige (r — 1) — r der Einflusslinien für Mr^i und Mr zu 
zeichnen. 

Will man den Einfluss der Last P= 1 nicht nur auf Mr-i und 
Mr sondern auf sämmtliche Momente der Oefihung Ir haben, so muss 
man die in Fig. 385 dargestellte durch Schraffirung hervorgehobene 

28* 
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Momentenfläche auftrageD ; dieselbe ist bestimmt durch « = P — — , denn 

•r 

das Dreieck ECE' ist die Momentenfl&che eines einfachen Balkens /^» 
Die Strecke z aber wird als Ordinate einer Parabel erhalten, deren 
Pfeil = 0,25 Plr ist. 

Jetzt lassen sich alle bei der Untersuchung des Balkens auftreten- 
den Prägen auf dieselbe Weise erledigen wie bei dem im § 13 be- 
handelten, auf 4 Stützen ruhenden Balken. Zu diesem Zwecke ist es 
nur erforderlich , für jedes Stützenmoment diejenigen beiden Zweige der 
Einflusslinien zu zeichnen, welche den durch den fraglichen Stützpunkt 
getrennten zwei Oefihungen angehören. Man braucht also die if^- Linie 
nur von Stütze bis Stütze 2 zu zeichnen, die if,"^^^^® ^^^ ^^^ 
1 bis 3 u. s. w. 

Soll nun beispielsweise die Oeffnung /^ untersucht werden, und 
besitzt diese Oeffiiung gleiche Peldweiten X, so trage man zwischen 
(r — 1) und r die (Mr — Jlfr_i) : ?r- Linie auf, leite aus dieser sUmmt- 
liche Q-Linien ab, hierauf, von der Jf^:X-Linie ausgehend, sämmt- 
üche Jlf:X- Linien und schliesslich (nach Seite 344, Pig. 325) die Ein- 
fiusslinie für die Spannkräfte in den PüUungsstäben. Den Einfluss der 
Belastung der übrigen Oeffnungen auf die Stabkrfifte der Oeffnung" /^ 
findet man mit Hilfe der Gleichung 

(19) S=Sr-,Mr.^-\-SrMr, 

welche der auf Seite 345 benutzten Gleichung (6) entspricht. Wird 
z. B. der Einfluss der Belastung einer rechts von l^ gelegenen Oeff- 
nung l^ gesucht, so bestimme man mittels des von Stütze (v — 1) bis 
Stütze V laufenden Zweiges der 3/,. i- Linie das Moment ilf«.i, hierauf 
mittels eines nach Pig. 334 durch die Pestpunkte L„-2f -^«-s» *.- • • 
geführten Geradenzuges die Momente J[/„-a, 3/i,_8> •»•••> ^r» Mr-\ 
und setze die letzteren in die Gleichung (19) ein. 

Auch leuchtet ein, dass man durch Anwendung der Gleichung 
S = S^ + Sr-iMr-i + ^rMr (eutsprechcnd Formel 8, Seite 345) 
die zwischen (r — 1) und r gelegenen Zweige der iS- Linien gewinnen 
kann, ein Verfahren, welches nicht an die Bedingung gleich langer 
Pelder gebunden ist. 

Ganz besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung eines End- 
feldes. So kann man z. B. alle zur Behandlung der Oeffnung /^ er- 
forderlichen Einflusslinien auf die im § 13 No. 126 gezeigte Weise aus 
der Einflusslinie für den Widerstand A der Endstütze herleiten, nach- 
dem man die ^- Linie mit Hilfe der J/^-Linie bestimmt hat. Es liegt 
hier die Um kehrung der in No. 126 gelösten Aufgabe vor; dort wurde 
die J^f^- Linie aus der ^- Linie entwickelt. 
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132. Zweites Verfahren zur Auflösung der Orundgleichungen: 

(19) OLrMr-l + ß.M, + OLr^,Mr+, = N^. 

Wir setzen einen beliebigen Belastungs- und Temperaturzustand vor- 
ans, denken die Stützenmomente nach Fig. 836 als Ordinaten aufge- 
tragen, ihre Endpunkte durch die Geraden ffi, ^2* - - • verbunden und 
nennen den auf diese Weise entstandenen Linienzug kurz das M- Polygon. 
Fig. 336 stellt das (r— 1)*® und r^ Feld dieses Polygons dar. Wird 
•die Senkrechte Ir so gezogen, dass sich die Strecken, in welche sie Ir 




/rA 



rig. 836. 



zerlegt, zu einander verhalten wie a^ zu ß^, so ist die von der Gei'aden 
g^ aii^ der Senkrechten Ir abgeschnittene Ordinate: 

Mr-\CLr -\- Mr^r 



(20) 



y = 



«r + ßr 

und die r*® Grundgleichung lasst sich mithin auch schreiben: 

(2 1) (a. + ß.) r + a,+, Mr^, = N^. 

Zieht man nun die Senkrechte Ilr so, dass sie die Strecke lr^i-\-(X.J^ 
im Verhältniss 

(22) / : c = (a. + ß.) : a,.+, 

theilt, so schneidet die Gerade (/C', welche die Endpunkte von Fund 
Mr^i verbindet, auf //,. die Ordinate 

(23) Tr = ^^^ + ^-^^^ = r(a,+ ß,) + if..^tQ^.^i 

c' + c a, -f ß, + a,+, 

ab, und es folgt aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit der Be- 
ziehung (21) das Gesetz: 
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Die mit Hufe der Senkrechten I^ bestimmte Gerade ü'C' 
schneidet auf der Senkrechten Ilr das gegebene Moment ab: 

(24) KE;=Tr= ^ . 5, ^ 

Jetzt werde angenommezi , es sei ein Punkt L/ der Geraden gr ge^ 
geben. Denkt man durch Lj verschiedene Geraden gr gelegt, so kann 
man zu jeder derselben die zugehörige Gerade gr+i finden, indem man 
von dem Punkte U\ in welchem die gr von der /^ geschnitten wird, 
durch den festen Punkt Er die Gerade TJ' Er C zieht und C' mit B' 
verbindet. Alle die Geraden gr^\ , welche in dieser Weise zu verschiede- 
nen Geraden gr gezeichnet werden können, schneiden sich in einem Punkte 
^'r+i> welcher auf der durch die Punkte L/ und Er bestimmten Geraden 
liegt und gefunden wird, indem zu einer beliebigen gr die zugehörige 
<7f.+i gezeichnet und mit der Geraden Lj Er zum Schnitt gebracht wird.*) 

Uebersichtlicher aber verfährt man, wenn man, von dem senk- 
recht unter L/ gelegenen Punkte Lr ausgehend, zunächst auf die Lage 
von Lrj^x schliesst. Man legt durch Lr eine beliebige Gerade, welche 
die Senkrechten lr und B' B in TJ" bezw. B" schneidet, führt hierauf 
durch U" und Er eine Gerade bis zu ihrem Schnittpunkte C" mit der 
Senkrechten durch C und zieht schliesslich die Gerade C" B*\ Letztere 
bestimmt dann den Punkt Lr^\, 




Fig. 837. 



Mit Hilfe der vorstehenden Entwicklungen ist man im Stande, das 
3f- Polygon zu zeichnen. Die Gerade g^^ Fig. 387 geht (wegen 3fo=0) 



*) Es folgt dies aus dem bekannten Satze der Geometrie der Lage: Be- 
wegen sich die Ecken (ü\ B\ C) eines Dreiecks auf drei Strahlen (Irt B'B, 
C'C) eines Strahl enbüschels, und gehen hierbei zwei Seiten (^r und VC) dea 
Dreiecks durch feste Punkte {Lr und Er) so geht auch die dritte Seite (^r+i) 
durch einen festen Punkt (Xr+i'), welcher mit den beiden anderen festen 
Punkten in einer Geraden liegt. 
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durch den Stützpunkt 0; es fällt also L^ mit zusammen. Ans der 
Lage von L^ schliesst man in der vorhin beschriebenen Weise auf die 
Lage von L^, sodann auf die von L^, L^ . . ., und zeichnet den Linien- 
zug L^L^ L^ . . ,, dessen Seiten auf den Senkrechten IZi, 11^^^^ JIg , . . 
die gegebenen Momente T^^, T,, T3 . . . abschneiden. Jetzt ist in jeder 
Oeflfnung ein Punkt L' des if- Polygons bekannt, und da die Gerade 
ffn nicht nur durch L,/ sondern auch durch den Stützpunkt n gehen 
muss, so ist der Linienzug gm 9n-i9 - - * 9i bestimmt. 

Man kann natürlich auch in der Weise vorgehen, dass man nicht 
von Zfj, sondern von dem in der letzten Oeflöiung gegebenen, mit Stütz- 
punkt n zusammenfallenden Punkte R^ ausgeht, in den vorhergehenden 

Oeffnungen Punkte i^»_i, Rn-2t ^i aiif ähnliche Art bestimmt, 

wie vorhin die Punkte L^y -L3, . . ., hierauf mit Hilfe der T«_i, T„_2» • • • 
einen Linienzug R\^i R'n-2 • • • zeichnet und schliesslich g^ durch L^ 
und i?i' legt. Zur Ermittlung der Punkte R sind (an Stelle der /,.) 
Senkrechte // zu bestimmen, welche /^+i im Verhältniss ol^+i : ßr 
theüen, Fig. 338. 

Es ist leicht einzusehen , dass die Punkte L und R mit den früher 
benutzten Festpunkten übereinstimmen. Zu diesem Zwecke nehme man 
nur eine einzige Oeffnung belastet an und streiche die von den Tem- 
peraturänderungen und Stützensenkungen abhängigen Glieder der 
Werthe T. Dann gehen die Geraden g der links von der belasteten 
OeflEhung gelegenen Oeflfnungen durch die Punkte L und die Geraden g 
der rechtsseitigen Oeffnungen durch die Punkte R. Hieraus folgt, 
dass man die beiden hier mitgetheilten Verfahren zur Ermittlung der 
Stützenmomente auch miteinander vereinigen kann, so zwar dass man 
die Punkte L und R auf die früher gezeigte Weise mit Hilfe der 
Biegungslinien bestimmt und nun das If- Polygon aus den Momenten T. 
ableitet. Dieser Weg ist sehr zu empfehlen bei Aufsuchung des Ein- 
flusses von Temperaturänderungen auf einen im übrigen nach No. 131 
mittels Einflusslinien zu behandelnden Träger. Die Momente T sind 
hier durch die Gleichung bestimmt: 

j,^^ — 1 gJ^j^.(/. + Ui) yc ^^^ 

a,. -f- ßr + a^+1 IJr+l ^tP 

Werden negative T in Fig. 337 oberhalb der Achse — n auf- 
getragen, so sind auch die Stützenmomente negativ, sobald sie durch 
oberhalb der — w liegende Ordinaten dargestellt werden. 

In Figur 338 ist noch gezeigt worden, wie die Senkrechten /,., 
Ilrj // mit Hilfe der Biegungslinie für den Zustand Mr = — 1 gefunden 
werden können. 11^ geht durch den Schnittpunkt der äussersten Seil- 
seiten, Ir und // gehen durch die Punkte, in denen die Endseiten von 
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ff. 



den Schlusslinien (r + 1)' — r bezieh, (r — 1)' — r getroffen werden. 

Der Beweis ist leicht zu führen. 

Es sei schliesslich noch 
hervorgehoben , dass das 
zweite Verfahren, die Elas- 
ticitätsbedingungen aufzu- 
lösen, insofern von grosser 
allgemeiner Bedeutung ist, 
als es die zeichnerische Be- 
handlung von Gleichungen 
gestattet, welche dieselbe 
Form haben, wie die Be- 
ziehungen 

a^Jfr-i + ßrJ^C 

und Gleichungen dieser Art 
begegnet man in der That bei statischen Untersuchungen sehr häufig. 
Eine besonders wichtige Anwendung wird der den Nebenspannungen 
gewidmete Theil unseres Buches bringen. 



1 

! 


1 
r 1 
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1 
1 


kr, 

1 

1 

1 
1 

1 / 


rk 

1 




\ 1 



-v 



Fig. 338. 



§ 15. 

Statisch unbestimmte mehrtheilige Fachwerkbalken 
mit zwei Stützpunkten. 

133. Fach werke mit im Verbal tniss zur Trägerhöhe kleiner Feld- 
weite werden behufs Vermeidung allzusteiler Schrägstäbe häufig in der 
Weise angeordnet, dass die Verbindung der beiden Gurtungen durch 
zwei oder mehrere einander durchkreuzende Züge von Füllungsstäben 
erfolgt. Ist die Anzahl dieser Stabzüge = n, so nennt man das Fach- 
werk ein n-theiliges. 

Im Allgemeinen sind derartige Stabgebilde statisch unbestimmt;*) 
ihre Berechnung erfolgt jedoch in der Regel in der Weise, dass das 
n-theilige Fach werk in n eintheilige statisch bestimmte Fach werke 
(Fig. 339, 340) zerlegt und jedes dieser letzteren für den n*®^ Theil 
der Belastung berechnet wird ; sodann werden die Theilfachwerke wieder 
vereinigt und die Spannkräfte zusammenfallender Stäbe und Stabab- 
schnitte addirt. Bei gebrochenen Gurtungen führt jene Zerlegung zu 



*) Aufgaben über mehrtheilige statisch bestimmte Fach werke finden sich 
in Band I, Seite 221 sowie im § 6 des vorliegenden Bandes. 
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geknickten Gurtstäben, welche natürlich durch geradlinige zu ersetzen 
sind. So werden z. B. in Fig. 341 bei Betrachtung der Theilfach- 
werke behufs Berechnung der Füllungsstäbe an Stelle der Gurtungen 
ahc und hcd die Stäbe ac bezieh. 6(2 eingeführt. Die Spannkräfte 



■^XXXXXXX,.\^;<^>J:^. 


^^^ t 2 J ^ s a 7 ^^ 


"^ f 2 J * J 6 7 ^' 


.^/\/\/\/. 


S'S.'KZZ. 


* / J J- T '^' 


*- f j s r *' 


•.A/\/\/\. 


.XiXX/.-' 


1 ^ i } vf 

Flg. 839. 


Fig. 840. 



und U drückt man hierbei zweckmässig wie folgt durch die für die 
ungetheiUe Belastung berechneten grössten Angriffsmomente M aus. 
Man setze für den Stab hc als Glied des Theilfachwerks hd (m-^-l): 



0^ = 



1 M^^, ^ 
^— sec p.« 

2 Ä.+, '^"P" 



and für denselben Stab als Glied 
des Theilfachwerks actn: 



0„=- 



1 M„ 



2 K 



secß„, 




im Ganzen also 



Flg. 841. 






und hierin verstehe man unter ß^ die Neigungswinkel des Stabes bc. 
Ganz ebenso findet man für den (wagerechten) Stab U„: 






Zuweilen stimmen die auf diese Art gewonnenen Stabkräfte mit 
den Ergebnissen der auf der Grundlage des § 5 aufzustellenden genaue- 
ren Theorie ganz gut überein; sehr häufig aber ist diese Uebereinstim- 
mung eine so wenig befriedigende, dass dem einer schärferen Unter- 
suchung nicht gewachsenen Ingenieur nur gerathen werden kann, von 
mehrtheiligen Fachwerken ganz Abstand zu nehmen, umsomehr als 
zwingende Gründe für die Wahl dieser Trägerart kaum bestehen. 
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Wir wollen nun die Anwendung der im § 5 entwickelten Gesetze 
auf einen bestimmten Fall zeigen, das Ergebniss der schärferen Bech- 
nung mit den durch Zerlegung in Theilfachwerke gewonnenen ver- 
gleichen und dabei noch ein zweites Näherungsverfahren entwickeln 
und prüfen. 

134. Zahlenbeispiel (Figuren auf Taf. 6). Es soll der in Fig. 342 
dargestellte Fachwerkträger untersucht werden. Stützweite 36"*, Höhe 
in der Mitte 6"*, an den Enden 2*", Feld weite 3,6*". Die Knotenpunkte 
der Gurtungen liegen in Parabeln. Der Träger ist einfach statisch un- 
bestimmt. Als statisch nicht bestimmbare Grösse möge die Spannkraft 
X des Stabes iV eingeführt werden. 

Zuerst wurden in Fig. 345 die Spannkräfte (5,) für den Zustand 
X= — 1 ermittelt, und zu diesem Zwecke der Reihe nach die Kräfte- 
polygone für die Knotenpunkte /, l\ k, k\ i, t', gezeichnet. 

Zugkräfte wurden blau, Drücke roth ausgezogen. Die Gurtkräfte 
wechseln von Fach zu Fach die Vorzeichen, ebenso die Spannkräfte in 
den Schrägstäben. Es genügte, die StabkrSfte der linken Trägerhälfte 
darzustellen; rechts von der Mitte ergeben sich dieselben Werthe, nur 
mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die Ergebnisse wurden in die Figur 
347 eingeschrieben (blaue Zahlen). 

Die nächste Arbeit bestand in der Aufzeichnung der Biegungs- 
linie für den Zustand X= — 1. — Ist nämlich 

5;; die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares /, V infolge 

X= — 1 und im Sinne X= — 1 , 
h^i die Verschiebung des Angriflfepunktes m einer Last P« im 
Sinne von P« und infolge von X= — 1 , 
so ist der Einfluss von P^ auf X: 

(1) X = P^^, 

Oll 

Wird also die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge hu dar- 
gestellt, so erzeugt eine in m angreifende Last Eins im überzähligen 
Stabe die Spannkraft X = h^i. Die fragliche Biegungslinie ist dann 
gleichbedeutend mit der JT- Linie; ihre Ermittelung muss durch eine 
Querschnittsabschätzung eingeleitet werden , und zwar kommt es hierbei 
nur auf das gegenseitige Verhältniss der Stabquerscbnitte an, weil in 
Gleich. (1) nur das Verhältniss zwischen zwei Ordinaten der Biegungs- 
linie vorkommt. Aus demselben Grunde darf, falls E für sämmtliche 
Stäbe den gleichen Werth besitzt, was hier vorausgesetzt wird, E= 1 
angenommen werden. Die Zahlen in der linken Hälfte der Figur 346 
geben nun die Stablängen in dm an, in der rechten Hälfte die abge- 
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schätzten Querschnittsverhältnisse und die rothen Zahlen in Figur 347 
schliesslich die hiernach berechneten Längenänderungen der Stäbe für 
den Zustand X = — 1 . Beispielsweise entspricht einem Schrägstabe 
des dritten Faches: 

S,8 , 0,50- 61 , ^^ 

4 

Die Einheiten sind gleichgültig, da es sich nur um das Verhältnis» 
Smi : ^71 handelt. Die Bestimmung der Biegungslinie erfolgte mit Hilfe 
eines Williotschen Verschiebungsplanes. Zuerst wurde Punkt a, und 
die Richtung des Stabes aa festliegend angenommen und aa gleich 
der Längen änderung AO des Stabes gemacht. An a und a wurde 
b mit Hilfe von AI und A2 angeschlossen, hierauf der in Bezug auf 
die Wagerechte durch die Mitte von aa' symmetrisch zu b liegende 
Punkt b' bestimmt, sodann c fest gelegt mittels A3 und A4, nun- 
mehr c' symmetrisch zu c liegend gefunden u. s. w.*) Man vergleiche 
die ausführliche Beschreibung des Williotschen Verfahrens im § 1 und 
namentlich die Untersuchung in No. 34 (Fig. 39), in welcher die Her- 
leitung der Biegungslinie aus dem Verschiebungsplane eingehend er- 
örtert worden ist. In Figur 343 stellt die ausgezogene Zickzacklinie 
die Biegungslinie für den Fall Fahrbahn unten vor, die strichpunktirte 
für den Fall Fahrbahn oben, beide bezogen auf die Gerade al als Null- 
achse. Da im Verschiebungsplan der Punkt Z' oberhalb l liegt (also 
ebenso wie im Fach werke), so ist die gegenseitige Verschiebung 8,, des 
Punktpaares /, /' positiv, und es entsprechen daher nach Gleichung (1) 
den positiven 8„/, d. h. den abwärts gerichteten Verschiebungen, auch 
positive Wei-the X. In Figur 343 sind die positiven und negativen 
Zweige der als X- Linien aufzufassenden Biegungslinien durch blaue 
bezieh, rothe Schraffirung besonders kenntlich gemacht. Da sich die 
Strecke 8,, = 42,7*"'" ergab, so ist der Maassstab für die A"- Linien: 
l' = 42,7'"'". 

Nach Aufzeichnung der X- Linien lassen sich die Einflusslinien für 
die übrigen Stabkräfte leicht bestimmen. Wir begnügen uns damit^ 
die Untersuchung eines Füllungsstabes und eines Gurtstabes durch- 
zuführen. 

1, Ermittlung der Spannkraft D im FüUungssfabe h' g, Fig, 348. 
Bezeichnet Dq den Werth von D für den Fall, dass das Fach werk 
durch Beseitigung des Stabes ll' statisch bestimmt gemacht w^ird, so 



♦) Die Hilfslinien sind mit Ausnahme der zur Bestimmung von a dienen* 
den wieder weggelöscht worden. Der Maassstab ist so gewählt, dass eine 
Längenänderung As = 10 durch eine Strecke von ö*""" Länge dargestellt wird. 
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gilt für jeden Belastungszustand die Gleichung: 

(2) D = Do — S,X=Do + 0,43 X 

Zur Bestimmung der D^- Linie wurde das erste der im § 6 beschrie- 
benen Verfahren benutzt und zu diesem Zwecke das statisch bestimmte 
Hauptsystem durch Beseitigung des Stabes h'g in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt. Es wurde zunächst die starre geglie- 
derte Scheibe aa g'hga ruhend angenommen, dem Punkte ä' eine Ge- 
schwindigkeit von vorläufig willkürlicher Grösse ertheilt und nun der 
Reihe nach die Geschwindigkeit von i, von % u. s. w. nach dem Wil- 
liot'schen Verfahren bestimmt. Die Punkte g, g\ h des Geschwindig- 
keitsplanes Fig. 349* fallen mit dem Pole zusammen; g'h' ist recht- . 
winklig zur Richtung des Stabes g'h' ebenso h'i _\_h'i, hi \ hi u. s. w. 
Die ausgezogene Zickzacklinie in Fig. 349* liefert — bezogen auf die 
Nullachse la — die senkrechten Seitengeschwindigkeiten der Punkte 
der unteren Fachwerksgurtung, die strichpunktirte diejenigen der Punkte 
der oberen Gurtung. Entspricht dem Punkte i beispielsweise die Ordi- 
nate 8„ und bezeichnet 8 die Projektion der Geschwindigkeit g'h' auf 
die Richtung des Füllungsstabes Z>, so ist der Einfluss einer in $. an- 
greifenden senkrechten Last 1' auf die Spannkraft Dq (nach dem Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen): durch die Gleichung bestimmt: 

I>o8+ l-8,= 

und man erhält — für den Kräftemaassstab 1' = 8 — 

Do= — K 

Die beiden Linienzüge in Fig. 349^ sind also die Einflusslinien 
für Dq, der ausgezogene für Fahrbahn unten, der strichpunktirte für 
Fahrbahn oben, Rechts von g, g' fallen beide Einflusslinien zusammen. 
Die positiven und negativen Zweige dieser Linien wurden wieder durch 
blaue bezieh, rothe Schraffirung kenntlich gemacht. Der Maassstab 
lautet: 25*""= 1'. 

In den Figuren 350* und 351* sind nun die aus den 2>o-Linien 
mittels der Gleichung (2) abgeleiteten D- Linien dargestellt worden. 
Dabei geschah die Ermittlung der Werthe 0,43 X mit Hilfe einer Ge- 
raden, welche in Fig. 343^ auf die Weise bestimmt wurde, dass durch 
den oberen Endpunkt von 8,; parallel zur Nullachse eine Gerade ge- 
zogen und auf dieser von der Senkrechten durch a aus die dem Stabe 
h'g entsprechende Spannkraft Si = 0,43 abgesetzt wurde. Diese Spann- 
kraft ist dem ebenfalls im Maassstabe 25""" = 1' gezeichneten Kräfte- 
plane des Zustandes X= — 1, Figur 345, entnommen worden. Der 
Verschiedenheit der Maassstäbe der X- Linien in Figur 343 und der 
D- Linien ist hierdurch Rechnung getragen, und es konnten daher 
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die Ordinaten der Do"^^^^®^ ™i^ denjenigen der 0,43 X- Linie ohne 
Weiteres (mit Berücksichtigung der Vorzeichen!) addirt werden. Bei- 
spielsweise ist, absolut genommen, 

7], = 5,-8/ (Fig. 850», 349» und 343») 

und Tf],- negativ, weil 8rf>S/.*) 

Dem hierniit erledigten genaueren Verfahren ist nun folgendes 
Näherungsverfahren gegenübergestellt worden. Es wurde vorausgesetzt, 
dass Diagonale hg' spannungslos sei, dass also der durch h' g geführte 
senkrechte Schnitt im ganzen nur drei beanspruchte Stäbe treffe. Die 
Einflusslinie besteht dann sowohl für Fahrhahn unten als auch für Fahr- 
bahn oben aus drei Geraden ÄL^, L^L^, L^B (Fig. 350^ und 351^) 
und wird erhalten, indem man Strecke ÄJ gleich der Spannkraft -D^ 
macht, welche im fraglichen Füllungsstabe durch einen Auflagerwider- 
stand A = \ hervorgerufen wird , und indem man femer die Strecke 
L^H gleich der Seitenkraft [D] macht, die in Fig. 352 durch Zerlegung 
der Lasteinheit nach den Bichtungen V und D gewonnen wurde. Die 
Bestimmung von Z>^ erfolgte in Fig. 852 nach dem Culmann'schen 
Schnittverfahren; die Schnittpunkte {JJ, Ä) und (ö, D) in Figur 348 
wurden durch die Gerade (L) verbunden, hierauf wurde Ä^= V nach 
den Eichtungen XJ und L zerlegt, schliesslich L nach den Richtungen 
und D, Nachdem auf diese Weise der Linienzug AL^L^B festge- 
legt war, wurde angenommen, dass Lasten, welche in den Knoten- 
punkten fc, »', Ä, g\ f, e\ d, c, b' des die fragliche Diagonale D nicht 
enthaltenden Strebenzuges angreifen, auch keinen Einfluss auf die Spann- 
kraft D haben — sie wirken gewissermaassen auf das andere Theilfach- 
werk — und aus dieser Annahme ergeben sich schliesslich die in den 
Figuren 350^ und 351^ schraffirten angenäherten D- Flächen.**) 

Wir wollen nun die Ergebnisse der genaueren und genäherten 
Rechnungsweise prüfen und setzen hierbei einen Zug von Lokomotiven 
mit den aus den Figuren ersichtlichen Radständen und Achsenbelastungen 
voraus. Die Mittelachse des Tenders ist von der Mittelachse der Loko- 
motive um die doppelte Feld weite entfernt — eine sehr ungünstige An- 
nahme. Den eingezeichneten Zugstellungen entsprechen die folgenden 
Werthe: 



♦) Für den Fall obenliegender Fahrbahn werden die Ordinaten der Ih 
Linie bei V und a' nicht genau gleich Null; sie ergaben sich aber — selbst 
in der vom Verfasser im doppelten Maassstabe hergestellten Zeichnung — so 
klein, dass sie =0 gesetzt werden dqrften. 

♦*) Auf diesem Wege wurden zuerst von Fränkel mehrtheilige Fachwerke 
mit parallelen Gurtungen untersucht. 
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Fahrbahn unten, Fahrbahn oben. 

,D^ = 2P7] = -f 31' ^D, = + 24' 

nD^ = — 2P7] = + 11' ^,„Z>, = — 19' 

,D^ = + 25,5' (Fehler 21o;o) 1 ,^D, = + 19'(Fehler21o,o) 

l •.,.D^=— 11' i «,„2>^ = — 20' 

Die ständige Belastung sei ^ = 1,74' f. d. Mtr. also = 1,74-8,6 
= 6,3' für jeden Knotenpunkt. Es stellt sich heraus, dass die ge- 
naueren und genäherten Einflusslinien dieselben Ergebnisse liefern, 
nämlich : 

für Fahrbahn unten Dg = 6,8 • 0,62 = 4' 

für Fahrbahn oben Dg = 0. 

2. Spannkraft in einem Gurtstabe. Der einzuschlagende Weg ist 
derselbe wie bei Untersuchung der Füllungsstäbe. Durch Beseitigung 
des Stabes i'h\ nach dessen Spannkraft (Pig. 353) gefragt sei, wurde 
das statisch bestimmte Hauptnetz in eine zwangläufige kinematische 
Kette verwandelt und nun wurden mit Hilfe eines Williotschen Planes 
die Oq- Linien für die beiden Fälle Fahrbahn unten und Fährbahn oben 
gezeichnet. Die Geschwindigkeit hi' des Punktes t' wurde so gewählt, 
dass die Projektion von hi' auf die Richtung von gleich 25"** ist. 
Der Kräftemaassstab für die ÖQ-Linien lautet dann: 1' = 25***. 

Dem Stabe t'Ä' entspricht Si = — 0,30, weshalb 
= Oo — 5,X= Öo + 0,30 X, 

und hierdurch ist die ö- Linie gegeben; sie wurde in kleinerem Maass- 
stabe (1*= 12,5'"*") gezeichnet — für Fahrbahn unten in Fig. 355% 
für Fahrbahn oben in Fig. 356*.*) 

Die Figuren 355^ und 356^ enthalten die Ergebnisse der Nähe- 
rungstheorie; es wird genügen, die Entwicklung von 355* zu geben. 
Der fragliche Gurtstab liegt in dem einen der beiden Theilfachwerke 
dem Knotenpunkte k gegenüber, in dem anderen dem Knoten i. Be- 
deuten Mj,f Mi die Angriflfsmomente, bezogen auf h bezieh, i und r«, 
Ti die Lothe von h und * auf ö, so ergiebt sich — jenachdem die 
Spannkraft im Stabe ih' oder im Stabe i'h gleich Null angenommen 
wird — 

n rt 



*) Zur Umsetzung der Strecken aus dem MaB,888tabe l':=25''*^ in den 
Maassstab 1* = 12,5'"'" diente der Winkel oberhalb Fig. 345. 
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Die Einflasslinie für if* : n besteht ans den Geraden A' H und 
HB'\ sie ist bestimmt durch 

ö^r xxx^ _ (3 ' 3,6) (7 » 3,6) _ , 
^^ -"1^- (10. 3,6). 5,34 -^'^^ 

während die aas den Qeraden ä'J and JB' bestehende (lf<: r,)- Linie 

durch die Strecke 

-p-^_ x,x: _ (2 • 8,6) (8 • 3.6) _ , 
''•'" Zr, - (10 -3,6) -4,51 ~^'^^ 

gegeben ist. Mit Hilfe der (if* : r*)- Linie wird der Einfluss der in den 
Knotenpunkten k,h,f,d,h angreifenden Lasten gefunden, mittels der 
(Mi : r<)- Linie der Einfluss der übrigen Enotenlasten ; schliesslich werden 
die Endpunkte der auf diese Weise bestimmten Ordinaten durch gerade 
Linien verbunden. Ganz ebenso wird die Fig. 356^ erhalten. Den in 
die Figuren eingezeichneten Zugstellungen sowie der ständigen Last 
^=1,74' entsprechen die Werthe: 

Fahrbahn unten. Fahrhahn oben, 

I 0„ = — 2Pti = — 125' j Ö^ = — 2P7i = — 114' 
genauj ^^ ^ „^^^^t] = — 43' | 0, = — g\^t\ = — \V 

Ö^ = — 112' 
0. = — 42*. 



Hu^/ ^i> = — 119' (Dehler 5%) 
angenähert! J ^_^^t 



Die üebereinstimmung zwischen der angenäherten und genaueren 
Eechnung ist also hier eine befriedigende. 

Die gewGhnliche Zerlegung in zwei Theilfach werke, von denen jedes für 
die Hälfte der Belastung zu berechnen ist, würde wenn in jedem Theilfach- 
werke die wirkliche Richtung des Gurtstabes %h' beibehalten wird, zu der 
Formel 

«^-Kf +^) 

führen und hierein wird man zweckmässig, um allen überflüssigen Feinheiten 
aus dem Wege zu gehen, für Mt und Mh gleichzeitig die GrOsstwerthe ein- 
führen, trotzdem diese bei verschiedenen Zugstellungen entstehen. Wir würden 
dann nach Band I, Seite 119''') erhalten 

Jlf< = 702'" lffc = 918'"* also 



*) An der angezogenen Stelle sind die Mazimalmomente eines Balkens 
von Se*" Stützweite und 3,6*" Feldweite berechnet worden, g ist = 1,74* f. d. 
Meter. Der Eisenbahnzug stimmt mit dem im vorliegenden Beispiele einge- 
führten nicht ganz überein; man wird aber auch, falls man Gleichung 3 an- 
wendet, mit den sonst üblichen Eadständen rechnen, nicht mit den beson- 
deren auf Tafel VI angenommenen. 
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während sich vorhin ergab 

für Fahrbahn unten O = — 125 — 43 = — 168* 
für Fahrbahn oben = — 114 — 41 = — 155«. 

Es leuchtet ein, dass Formel 3 jedenfalls der Abschätzung der Quer- 
schnittsabmessungen zu Grunde gelegt werden darf, falls eine schärfere ünter^ 
suchnng verlangt werden sollte. Nach Ansicht des Verfassers ist die Gleich. 3 
aber auch für die endgiltige Berechnung genügend genau. 

Wesentlich anders verhält es sich mit den Füllungsstäben. Hier befrie- 
digte schon das Ergebniss der genäherten Einflusslinien nicht sonderlich, und 
noch ungenauer wird die Rechnung auf Grund der Zerlegung in Theilfach- 
werke mit den halben Lasten. 

Betrachten wir beispielsweise behufs Bestimmung von maxDp im Stabe 
h'g das Theilfachwerk Ik'ih'g . . ., Fig. 357. Der Eisenbahnzug sei bis ä' 
vorgeschoben und die den Schrägstab D auf Druck beanspruchende Belastung 
des Knotens i sei vernachlässigt — eine jedenfalls sehr ungünstige Voraussetzung. 
Es entsteht am linken Auflager A = 26«*) und die Anwendung des in Band I, 
No. 162 (Seite 254) gegebenen kinematischen Verfahrens liefert: 

^,I)^ = + 22' 
während sich vorhin n,axDp = + 31* ergab. Der Fehler beträgt also 41%. 

Hinzugefügt werde noch, dass sich nach Aafzeichnang der X- Linie 
die übrigen Einflusslinien ausser auf die vorhin beschriebene Art noch 
nach verschiedenen anderen Verfahren zeichnen lassen. So könnte man 
nach Ermittelung der 0- Linien und ü"- Linien die D- Linien auf die 
in Band I, No. 170 (Seite 273 u. 274) angegebene Weise bestimmen, 
desgl. nach Seite 176 des vorliegenden Bandes. Drittens ist es mög- 
lich, mit Hilfe der für die Knotenpunkte l\ l, k\ k, . . , außnistellen- 
den Gleichgewichtsbedingungen schrittweise die Einflusslinien für die 
Spannkräfte in den Stäben 19', 20', 19, 20, u. s. w. herzuleiten. 

Ein viertes Verfahren besteht darin, die Lasteinheit der Beihe nach 
in den sämmtlichen Knoten anzunehmen und für jeden dieser Belas- 
tungsfölle einen das ganze Fachwerk umfassenden Kräfteplan zu zeichnen. 
Die so gewonnenen Pläne enthalten dann sämmtliche Ordinaten aller 
Einflusslinien. Li Figur 344 auf Tafel 6 ist ein Theil eines solchen 
Planes gezeichnet worden; er entspricht einer in h angreifenden Last 1. 



*) Nach der im I. Bande Seite 313 berechneten Tabelle ist für die frag- 

185 82 
liehe Zugstellung: ^X = 185,82 mithin A=- — = 52*, wovon auf das 

Theilfachwerk der Betrag 26' zu rechnen ist. Selbstverständlich könnte man 
Ä auch dem ^-Polygon entnehmen. 
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Rift -'^^ M<<v^'<;^^r 

Herleltnng der Bleg^ngsUnlen ans den Momentenlinien. 

136. Wir schliessen unsere Untersuchung des ebenen Pachwerks 
mit der Angabe eines Verfahrens: die Biegungslinien in der Weise aus 
den Momentenlinien herzuleiten, dass die Ermittlung der Durchbiegungen 
für eine Reihe von BelastungsfUllen immer nur die Neubestimmung 
der Momentenlinie erfordert, während alle von den Querschnittsabmes- 
«ungen und Stablängen abhängigen Grössen nur einmal berechnet 
werden müssen. 

Zu diesem Zweck setzen wir voraus, es seien die Stabkräfte durch 
die auf die Knotenpunkte . . . (fw — 1), w, (m + 1) . . . bezogenen 
Angriffsmomente . . . 3C_i, 3f«, M^+i, . . . ausgedrückt und auf die Form 

(1) S= + +._, Jf«., + ^^M^ + ^.+iJlf.4-i + 

gebracht, unter ^ Werthe verstanden, welche von dem jeweiligen Be- 
lastungszustande unabhängig sind. Es ist dann nach Seite 115 der 
Einfluss der Aenderung As einer Stablänge 8 auf die Gewichte w: 

(2) , f^m-l=^m-lAs, M?„ = ^^AS, U?^+i = ^m+l^S, 

Ss 
•oder, wenn Ag = gesetzt und S mittels Gleich. (1) bestimmt 

wird: 

Bildet man auf diese Weise die Beiträge, welche die einzelnen 
Stäbe zu den Gewichten w liefern, so gelangt man schliesslich zu Aus- 
drücken von der Form: . 

^^« = + h -— + — ■ + 

f*(m~l)m (*m.m »(m+l)m 

worin die Werthe a von der Gestalt des Fachwerks und den Quer- 
schnittsabmessungen abhängig sind, nicht aber von dem Belastungs- 
zustande. 

Anstatt nun die Durchbiegungen mit Hilfe eines Seilpolygons zu 
bestimmen, welches mit der Polweite Eins zu den Gewichten w ge- 
zeichnet wird, kann man auch in der Weise verfahren, dass man das 
•Gewicht w^ (und ebenso alle übrigen w) durch die Gewichte 

^m-l, M^, M^+i, 

Müller-Breslau, Graphiache Statik. IL 24 



' ^V^ 
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in den Abständen 

vom Pole ersetzt. Denn die nach den Endpunkten der Gewichte^ 

3f«,-i» Mm 9 M^+i, gezogenen Strahlen zerlegen w^ in die 

Abschnitte : 

1 ,. 1 ,. 1 



., 3f^ 



M„ 



M^ 



(i{m-\)m <^mm <*(m4-l)m 

Vergl. Fig. 358^, in welcher ein von drei Momenten abhängiges Ge- 
wicht w vorausgesetzt wurde. Treten negative Werthe a auf, so werden, 
die entsprechenden M als negative Gewichte aufgefasst, wie dies die 
in der Begel vorliegende Figur 358° angiebt. 







Fig. 358 b. 



Flg. 358 b. 



Fig. 858 c. 



Durch die im Vorstehenden beschriebene Aenderung des Kräfte- 
zuges ist das gesteckte Ziel erreicht. Die von den Lasten unabhängigen 
Werthe a werden ein für allemal berechnet, und die Untersuchung- 
eines neuen Belastungszustandes erfordert nur die Aufzeichnung der 
neuen Momentenlinie. Ein Beispiel möge das Verfahren erläutern. 

186. Zahlenbeispiel. Es liege der in Fig. 860 dargestellte Hauptträger 
einer Eisenbahnbrücke von 36"» Spannweite mit 10 Feldern vor. 

Die Spannkraft in einem Stabe der oberen Gurtuog ist (Fig. 359): 

Mm 

0« = — -- - 
rm 

und die Aenderung der Stablänge Om bat nur Einflussjauf tom; sie erzeugte 



tPm- 



EFmVm 



EFmrl 



Digitized by VjOOQ IC 



Herleitung der Biegungslinien aus den Momentenlinien. 



371 



xind man erbält, mit den in der folgenden Zusammenfitellnng angegebenen 
Querschnittsabmessungen, zunächst für E=l die nachstehenden Beiträge zu 
-den Gewichten u?u t^si ^6- 



Stab 


Om 


Tm 


F^ 




Ol 
Oi 
Ot 


7,31 
7,23 
.7,20 


3,58 
4,58 
4,92 


0,0160 
0,0320 
0,0320 


wi = 35,64 Ml 
1^3 = 10,77 Jkfs 
f^g= 9,30Jlffi 




Meter 


qm 





Dem Untergurtetabe Ur entspricht (wegen rk = hk) 

MkUh 



M>fc = 



EFkhl 



d. i. 



Stab 



«4 



Uk 



7,20 
7,20 



rk 



4,28 
4,92 



Fk 



0,0240 
0,0320 






: 16,38 Jf, 

: 9,30 Jtf4 



•--::iu^ 


Ir-" ' 


_2!::I>r--r-T'T'''^^ / 


\ 


— — ^fy 


X'ftv.-i ; / 


^* \ 


/ ; 


' \ \'; / 






^ t-.w 


TT \ 


m 


wr >-• 


*i ] ■- 



—4 



Flg. 859. 



Für die Diagonale des m^en Feldes ergiebt sich: 

jy / [ Mm Mm-l \ dm 

^ — hm ' Äm-1 / XiH 



-wobei die oberen Vorzeichen für eine linkssteigende, die unteren für eine 
rechtssteigende Diagonale gelten. Aus der Gleichung für Dm folgt 
Arf« dm _^ Dmdm d„ . dl ,, dl 



. = + 



U?m-l^=-\- 



hm Xm 

iidm d. 



EFmht 



X« 

Dmdm dm 



EFm Am hm 



Mm- 



hm-1 Xm 



EFmhm~\ X», 



EFm^hm-\hm 



EFm^mhm-lhn 

dL 

Mm ' ''"• 



3fm-l 



-ß^i'mXmÄ»»- 



Mn 



Stab dm 


Fm 




c?, 4,69 


0,0210 


u?i= 28,61 ifi 






rfs 5,59 


0,0150 


Wi= 49,05 3f, - 


- 57,68Ki; wi=- 


- 57,68 3fj+ 67,82 3fi 


^8 


5,59 1 0,0070 


M»,= 90,993/8- 


- 97,803/,; w», =- 


- 97,80Jlf8 + 105,11 3fj 


^4 


6,10 


0,0060 


«;4 = 120,59Jf4- 


■128,983f8; 1^8=- 


-128,983f4+137,953f, 


<?6 


6,10 


0,0060 


«»5 = 120,59 iffi- 


■ 120,59 3/^; «»4=- 


-1 20,59 3fßH- 1 20,59 3f4 
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Dem linken EndetÄnder entspricht 

_^ Ml . i^/'o _ ^'oÄo i_ Ml hp 

und mit Fo = 0,0160 5»»: 

Wi = 14,47 Ml. 



f:¥H> 




«> 



;: T ' 3 T -k r p" 5^ ^L«? 




Flg. 860. 

Für den Pfosten mm in Fig. 360» würde man, wenn Km die Belastung 
des Knotens m bedeutet, erhalten: 

. _ ^ ^ 3fw+l — ikfm Mm Mm-\ 

V^Z=+Km = Qm+l-Qm = =4 



mit 

worein zu setzen: 



l^^m + l = - .; 1 !«'»• = ~ ^tlm, iVm^l — " 



X 
Mim 






(Afm+l — ZiV«- Jlf„-l). 
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Eine derartige umständliche Berücksichtigung der Längenänderungen Ah 
der Zwischenp festen ist jedoch im vorliegenden Falle entbehrlich. Man denke 
sich diese Stäbe vielmehr beseitigt, zeichne eine Biegungslinie, welche die loth- 
rechten Verschiebungen der Knoten 1, 3, 5, 7, 9 der unteren Ghirtung und der 
Knoten 2, 4, 6, 8, 10 der oberen Gurtung angiebt und beachte schliesslich, dass 
sich die Verschiebungen von zwei durch einen lothrechten Stab verbundenen 
Knoten um die Längenänderungen dieses Stabes unterscheiden (vgl. S. 103). 

Die Zusammenzählung der an denselben Knotenpunkten angreifenden 
Gewichte w ergiebt nun: 

wi = 35,64 Ml + 28,61 M^ — 57,68 3f, + 67,82 M^ + 14,47 ifi, d. i. 

Wi = 146,55 Ml — 57,68 M^ und ebenso: 

i^a = — 57,68 Ml + 170.54 Jtf, — 97,80 Mj, 

«78 = — 97,80 J/j + 239,71 M^ — 128,98 M^ 

Wi = — 128,98 Jlfs + 250,48 M^ — 120,59 M^ 

ws = — 120,59 M4, + 250,48 M^ — 120,59 M^*) 

und zwar gelten diese Werthe für E= 1 . Wird beispielsweise E=^ 1 800 OQO^'/qcm 
= lSOOOOO<y/qm gesetzt, so sind sämmtliche u; durch 18000000 zu dividiren. 
Die. Momente M werden zweckmässig mit Hilfe eines Seilpolygons auf 
die Form 

Mm = Hl/m 

gebracht, wo H die Polweite bedeutet. Wird H in Tonnen ausgedrückt, so 
müssen die 1/ im Längenmaassstabe der Trägerzeichnung gemessen und in 
Metern ausgedrückt werden. Die Gewichte w sind Zahlen. 

In unserem Beispiele wählten wir für den Träger den Maassstab 1:400 und 
für die Durchbiegungen den Maassstab 1:1; femer 11=135'. Wir müssen 
dann in die für die Gewichte tv gefundenen Ausdrücke setzen: 

iSb.t/m 400 _ Sljm 



^"*' 18000000 • 1 1000 



und erhalten: 



tci - 146,50 —^- - 57,68 - ^^ - _ ^^ - ^^ 



und auf dieselbe Weise: 



5.78 "^ 1,95 3,41 



^ 3,41 ^ 1,89 2,58 

,^, ih ■ Va ys 

* 2,58 "^ 1.33 2,76 






ye 



Wi = - 



jh 1 y6_ Vi 



2,76 ' 1,33 2,76 

ya I y? _ ys 

2,58 "^ 1,39 2,58 

Vi I ?/8 y9 

3,41 "^ 1,95 3,41 

_y8_ , _y9_ 

5,78 "^ 2,27 ■ 



2,76 ' 1,33 2,76 

Die in den Nennern stehenden Zahlen geben die Pol weiten a der Gewichte y 
in Metern an, sie werden im Maassstabe 1 : 400 aufgetragen. 

Nach Erledigung dieser vorbereitenden Rechnungen, welche für jedes 
Fachwerk nur einmal auszuführen sind, ist man im Stande, die Biegungslinien 



Bei Berechnung von tc^ denke man an den Einflnss von De- 
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If II, III .... für irgend einen Belastungszustand schnell aus dem die Mo- 
mentenlinie vorstellenden Seilpolygone abzuleiten. 

Die Richtung der Seite / wird willkürlich angenommen. Mit Hilfe von 
ifi und y, wird die Richtung der Seite // festgestellt, hierauf mittels yi, yj, y^ 
die Richtung von // u. s. w. Man vergleiche Fig. 360<i, welche durch wieder- 
holte Anwendung des in Fig. 358^ dargestellten Verfahrens entstanden ist und 
einer weiteren Erläuterung kaum bedarf. Die Punkte 1, 2, 3, ... dieser Figur 
sind in so grossen Abständen von einander angenommen worden , dass die den 
einzelnen Knoten entsprechenden Kräftezüge ym>i, y»*, ym+i gut überschaut 
werden können. 



-"nw^r 1 



137, Das beschriebene Verfahren zur Ermittlung der Biegungs- 
linien lässt sich auch leicht auf den 
Fall beliebig gerichteter äusserer 
Kräfte anwenden, denn seine An- 
wendung erheischt nur die Bestim- 
mung der Stabkräfte mit Hilfe der 
Angriflfsmomente. Liegt z. B. das 
in Figur 361 dargestellte Ständer- 
fachwerk vor, so findet man aus 
den auf die oberen bezieh, unteren 
Knotenpunkte bezogenen Angriflfs- 
momente Jf** und M" ganz all- 
gemein: 




Flg. 361. 



•*) 



*) Die nachstehenden Gleichungen 1 bis 3 sind auf Seite 226 abgeleitet 
worden. In der gegebenen Entwickehmg verstehe man unter H die Mittel- 
kraft der links von dem durch das Fachwerk geführten Schnitte angreifenden 

wagerechten äusseren Kräfte. Man erkennt 
dann, dass die fraglichen Gleichungen allge- 
meine Giltigkeit besitzen. Gleichung (4) wird 
ebenso entwickelt wie Gleich. (3). Wir geben 
hier noch eine andere Herleitung dieser Gleich. 
(4); wir denken uns nämlich in Fig. 362 den 
Schnitt tt geführt und setzen die Summe der 
Momente der links von tt angreifenden Kräfte 
in Bezug auf den unteren Knotenpunkt (m-f-l) 
gleich Null. Die Hebelarme von Om und Vm 
sind Ä"tn+i cos pm und Xm+i; es folgt daher: 

MZ+\ + OmÄ"«+l cos ß« + Vm'km+l, 

und hieraus ergiebt sich (wegen Om cos ß«, = — Mm : hm) für Vm der oben in 
Gleich. (4) angegebene Werth. Ganz ebenso lassen sich natürlich auch die 
Gleichungen 2 und 3 ableiten. — Die oben benutzten Bezeichnungen: „Falu> 
bahn oben", Fahrbahn unten" sind Abkürzungen für: „Die Lasten P greifen 
nur in den Knotenpunkten der oberen bezieh, unteren Gurtung an". 




Fl«. S62. 
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hm COS ß„ ' 



Um = -\- 



(2) D„ cos 9„ = - 



JC -Mi-i 



Ä„., COS Y« 



(3) 
(4) 









gültig fttr Fahr- 

'bahn oben und 

Fahrbahn nnten. 



V^ = 



Mlh 






^».+ lÄ,„ 



(Fahrbahn oben.) 



(Fahrbahn nnten.) 



Die Strecken ä'«>i und ä"^+i sind durch die Verlängerungen von 
0^ und U^+i bestimmt. Aus den Gleichungen 1 — 4 ergeben sich die 
folgenden Einflüsse der Längenänderungen auf die Ao«) At^^» ^d^, A/t^* 

Ao«. , Aw^ 



hm cos ß« ' 



*^«-i ■ 



hm-i cos Y, 



Ar?« 



W^m-l = + 



AÄ. 



A(i„ 



gültig für die 
Biegungslinien 
der oberen und 
unt. Gurtung. 



'^« = + 






w„.+i = — . — 



nur für die Biegungslinie der oberen 
Gurtung gültig. 



nur für die Biegungslinie der un- 
teren Gurtung gültig. 



Mit Hilfe dieser Gleichungen ist es möglich, die Gewichte w^ durch 
die Momente M** und M^ auszudrücken. 
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